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CARTA DE APRESENTAÇÃO 


Caro (a)s aluno (a)s, 

Sejam bem vindos ao curso de Álgebra II. 

A disciplina de Álgebra II - MATB98 é uma continuação natural da disciplina Álgebra I - 
MATB91 que vocês estudaram no 4º semestre. Nesta disciplina de Álgebra II, estudaremos 
com um certo rigor matemático os conceitos de anéis comutativos com unidade, anéis de po- 


linômios e uma introdução à teoria dos grupos. 


Bom aprendizado e sucesso!! 
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TEORIA DOS GRUPOS 


Aula 1.1 


Grupos 


Nesta aula vamos estudar os conceitos de grupos e seus propriedades. Apresentamos vários 


exemplos de grupos. 


1.1.1 Definições e Exemplos de grupos 





Exemplo 1.1.1. 


(a) As quatro operações +, —, =, X são operações binárias em R. 


(b) A soma e multiplicação de matrizes são operações binárias no conjunto de todos n x n 


matrizes. 
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Observações. 


(1) Em geral, denotaremos um grupo (G, *) simplesmente por G, ficando a operação subentendida, ea+b 


por ab. 


(2) Estabeleçamos dois tipos de notações para grupos que serão utilizadas no decorrer destas aulas: 


(a) Grupo Aditivo: Neste tipo de notação temos: 


e Operação: “+”; 


e Elemento Neutro: “0”; 


e InversodeneG: “-qa”. 


(b) Grupo Multiplicativo: Neste tipo de notação temos: 


“sm MM, 


e Operação: ou “x”; 


e Elemento Neutro: “e” ou “1”; 


e Inverso dea e G: “al”. 
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Agora ilustramos como grupos surgem em varias áreas de matemática fornecendo uma 


variedade de exemplos. 
Exemplo 1.1.2 ( Grupo de Números). 


(a) Considere o conjunto dos números inteiros Z, com a operação usual de soma +. Temos que 


(Z,+) é um grupo, pois 


e a soma de 2 inteiros é um inteiro, logo + é uma operação binária em Z; 


e a soma é associativa, pois 
x+(y+7)=(x+y+z, Vx,yzeZ; 
e o elemento neutro é0, pois 
x+0=0+x=x, VxeZ; 
e oinverso de x é —x, pois 


x+(-)=(-0)+x=0, VxeZ. 
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Além disto (Z., +) é um grupo abeliano, pois 
x+y=y+x, YxyeZ. 


(b) Analogamente (O, +) e (R, +) são grupos aditivos abelianos, infinitos com elemento 


neutro O e o inverso aditivo de x igual —x. 


(c) Considere o conjunto dos números racionais não nulo Q* com a operação usual de multi- 


plicação - . Temos que (Q*, -) é um grupo, pois 


e a multiplicação de 2 números racionais não nulos é um numero racional não nulo, 


logo - é uma operação binária em Q*; 


e a multiplicação é associativa, pois 


x(yn=(x-y)z, VYeyzeQ; 


e o elemento neutro é 1, pois 


x 1=1:x=x, YxeQ'; 


; 1 : 
e oinverso de x é —, pois 
x 


1 
fe 
Es 


atm 


x=1, Vxe OQ. 
Além disto (Q* ,:) é um grupo abeliano, pois 


x yv=y:x, YxyveQ. 


(d) Analogamente (R*, -) é um grupo multiplicativo abeliano infinito, com elemento neutro 


1 
iguall e o inverso multiplicativo dex eR* é- 


(e) (Z, :), (O, -) e(R, -) não são grupos pois por exemplo O não possui inverso em nenhum 
destes conjuntos. 
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Exemplo 1.1.3 (Classes residuais módulo n). 


(a) O conjunto Z, = (0, 1, :--,n — 1) de classes residuais módulo n com a operação da soma 





al 
+ 
Ss | 
H 
a 
+ 
su 


é um grupo aditivo abeliano finito, ordem n com elemento neutro O e o inverso dea é 





(n — a). 


(b) O conjunto U, = (ae Z,: mdc(a,n) = 1) dos elementos invertíveis de Z, com a operação 


a-b=ab 


é um grupo multiplicativo abeliano finito, ordem q(n) com elemento neutro 1 e o inverso 
multiplicativo de a e U(n) é o elemento b tal que a - b=1 ou a-b=,l. 


Por exemplo q(28) = q(2)p(7) = 2-6 = 12. Portanto 


Eog;=[1,:3,.9, 9, 11,.13,.15, 17; 19,:283,-25,-27). 


Como 


3:19=57 =2g 1 temos que 19 éo inverso multiplicativo de 


QI 


5:17 =85 =2s 1 temos que 17 éo inverso multiplicativo de 5 
9.25 = 225 =5g 1 temos que 25 é o inverso multiplicativo de 5 
11:23 = 253 =» 1 temos que 23 é o inverso multiplicativo de 11 
13.13 = 169 =5g 1 temos que 13 é seu proprio inverso multiplicativo 
15-15 = 225 =5g1 temos que 15 é seu proprio inverso multiplicativo 


27.27 =729 =» 1 temos que 27 é seu proprio inverso multiplicativo 


MATB9S8 - Álgebra II 


13 


Exemplo 1.1.4 (Matrizes). 


(a) (M,(X), +) o conjunto de matrizes nxn com entradas em X, com a operação usual de soma 


é um grupo aditivo abeliano. 


(b) (GL (X), -) o conjunto de matrizes n x n inversíveis com entradas em X, isto é 


GLu(X) = [A E M,(X), det(A) & 0) 


com a operação usual de produto é um grupo multiplicativo. 


(c) (SLy(X), -) o conjunto de matrizes n xn com determinante igual 1, isto é 


SLn(X) = (A E GLu(X), det(A) = 1) 


com a operação usual de produto é um grupo multiplicativo. 


Faremos alguns exercícios variados com intuito de trabalhar as operações que poderemos 


definir para que um determinado conjunto não vazio seja grupo. 
Exemplo 1.1.5. Verifique quais dos conjuntos abaixo G é um grupo sob a operação + : 
D)DG=R; asb=a+b-1, VabeG=R. 


(ii) G = (1,2,3,4,5) azsb=ab(mod6), Va, be G. 


Solução. 
()G=R; azxb=a+b-1 


e Sejaa,beG.Entãioasb=a+b+1 EG. Portanto, G é fechado com relação ao x. 


e Gl: Associativa 


Seja a,b,c e G. Então 


(axb)+c = (a+b-1)+c 
= ta b= d+ 
= a+(b+c-1D)-1 
= a+(b+c)-1 


= a+(bxc). 
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Portanto a operação * é associativa. 


e G2: Elemento neutro 


Seja e o elemento neutro de G. Então 


axe = a VYaeG 
>Sa+e-l = q 
>Se =1 


e G3: Elemento inverso 


Seja a! o elemento inverso de a. Então 


axa =e 
Sarrt= =. 
=; Pes 
5a = 2-q 


Portanto (G, *) é um grupo. 


(ii) G=[(1,2,3,4,5) axb=ab(mod 6), Va,beG 


(G, *) não é um grupo, pois G é não fechada com relação ao x. Por exemplo 


34€eG mas 3+*4=0€G. 


Portanto (G, x) não é um grupo. 


1.1.2 A tabela de Cayley para Grupos Finitos 


Seja (G,*) um grupo finito com n elementos. Vamos suponha que G = (e,m,::- ani), ondeeé o 


elemento neutro. A operação binária + em G pode ser dada através de uma tabela da forma: 
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feia a to 
ERES 
om ef mem | arm [o] ara 


Elfo fofo 
Rss 


Esta tabela é chamada a tabela de Cayley para o grupo (G, *). Observemos que na construção da tabela 





não podemos ter repetições de elementos nem nas linhas e nem nas colunas. 
Exemplo 1.1.6. Construa a tabela de Cayley para o grupo multiplicativo Us. 


Solução. 


Us=(XeZs, mdc(x,5) = 1) = (1, 2,3, 4) 


ppa] 








Exemplo 1.1.7. Construa as tabelas de Cayley de grupos finitos de ordens 1, 2,3 e 4. 


Solução. 


(a) Seja G um grupo de ordem 1. Logo G contém somente 
o elemento neutro, isto é, G = le). A tabela de Cayley do 


grupo G está no lado. Neste caso G é abeliano. 


(b) Seja G um grupo de ordem 2. Logo G contém o elemento 
neutro e mais outro elemento. Vamos representar G por 


G = le,a). A tabela de Cayley do grupo G está no lado. 





Neste caso G é abeliano. 
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(c) Seja G um grupo de ordem 3. Logo G possui o elemento 
neutro mais 2 outros elementos. Vamos representar G por 


G=te,a,b). 


eaxzbpodesereou aou b.Seaxb=aentiob=e 
impossível. Da mesma forma as b £ b. Portanto 


asb=eea=bi, 


eaxazat(afim de que não temosa =e)easaztet(a 





fim de que não temosa = a”! =b). Portanto axa = b. 
e Damesmaformabsa=e e bxb=a. 


Portanto G possui a tabela de Cayley no lado. Neste caso G 


é abeliano. 


(d) Seja G um grupo de ordem 4. Logo G possui o elemento neutro e mais 3 outros elementos. Vamos 


representar G por G = le,a,b,c). Temos 2 possíveis tabelas de Cayley para G: 


eSeaza=bzsb=casc=eentioasb=b+a=c axc=csa=bebsc=c+b=a. 
Portanto G possui a tabela de Cayley abaixo. Este grupo é chamado de grupo-4 de Klein, ou 


simplesmente grupo de Klein. Neste caso G é abeliano. 





e Agora suponha que axa + e. Então a *a pode ser b ou c. Vamos suponha que axa = b. Então 


azb ouigualae ou c.Seaxb=e então 


ascxe (afim de que não temos c=a! =b) 


asc+b (afim de que não temos c =a) 
ascxa (afim de que não temos c =e) 


asc&c (afim de que não temos a =e) 


Portanto não podemos tera *b = e, logoa*b = c. Portanto G possui a tabela de Cayley 
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abaixo. Observeasa=b, axaxa=c e axaxasa=e. Este grupo é chamado de grupo 


cíclico de 4 elementos. Neste caso G é abeliano. 





Exemplo 1.1.8. Construa a tabela de Cayley para o grupo dos quatérnios 
Q = tl, !, j k, =, = Fe, =) 


com operações 


P=P=R=ik=-1 e (-12=1. 


1 é o elemento neutro e —1 comutam com todos os elementos. 


Solução. Como estas operações podemos deduzir os restantes das operações: 


eij=? 
Como ijk=-1ek =—1 temos queijkê =(-Ik> cij=k>ij=k 
Observe que (ij)(ji) = i(j2)i = i(-i) = —2 = 1. Portanto ji é a inversa de ij. Logo ji = —k. 


e ik=? 


De fatok = ij> ik = i(ij) = —j. 


e Com deduções similares achamos os restantes das operações. 


Portanto a tabela do Quatérnios é 
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Vantagens da tabela de Cayley: 


e Fácil de entender. 
e Elemento neutro e inversos são relativamente fácil de encontrar. 


e É fúcil de determinar se o grupo é abeliano ou não ( basta observar simetria do diagonal). 
Desvantagens da tabela de Cayley: 


e Só pode ser usados para grupos finitos de ordens pequenos. 


1.1.3 Propriedades básicas de grupos 


Proposição 1.1.1. Sejam (G, ) um grupo ea,b,c e G. 
(1) O elemento neutro é único. 
(2) O elemento inverso é único. 
(3) A equação a-x=b admite uma única solução em G, a saber, x = al.b. 


(Y(a-bl=b1.g! 


Observe que se G é um grupo abeliano, então (a -b) ! = a 1... 


(5) (Lei do Cancelamento) 


Sea-b=a-c entiob=c ou Seb-a=c-a, entãob=c. 
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Demonstração. 


(1) Suponha que e e é são 2 elementos neutros de G, isto éa-e = a-e' = a, Va € G. Em particular 


(2) Suponha quea' ea” são inversosdea e G,istoé aa =a'-a=e e aq"=a".a=e 


onde e é o elemento neutro de G. Então 


Ro = gas pois e é o elemento neutro 


= (9'-a)-a”; —poisa' é um elemento inverso de a 
= q'-(a:a”); poisa operação é associativa 
" 


= q'-e; poisa” é um elemento inverso de a 


= q"; poiscéo elemento neutro 


Portanto o elemento inverso de a E G é único. 


1 


Qax=b=s a lax=ab 


Portanto x = ql. 


(4) Devemos provar que 


(ab) -(blab=e e (blarb)-(ab)=e. 


Agora 


(ab) (bla!) = a(bbh Da! 


(bia Yab) = bata 
b!.eib=blb=e. 
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5) ab = ac. Multiplicar cada lado por a”! temos 
(5) p Pp 


a!.(ab) = al.(ac) 
= (al.aob = (a!.ak 
Ega D E nO 
==. 


1.1.4 Potências de um Elemento 





MATB98 - Álgebra II 


21 


As potências de 8 são: 


1.8 = 8; 
2.8 = 8 +8=4; 
3.8 = B+84+8=0; 
4.8 = BE RB gds BE ES; 
5.8 =8+8+8+8+8=4; 


assim por diante. 


As potências de 4 são: 


- q; 
— Es, — = 
4 = 4. 4 = 5 
rua FR 
—4 = — = = ni 
4 = 4 4. 4. 4 = 3; 
—5 Ts mé e ms ms ma 
4 = 4 4 4. 4. 4 =/1; 


assim por diante. 


Proposição 1.1.2. Seja Gum grupo. ParaaeGem,n e Z valem 


(a) a” ar = quem, 


(b) (aj e (ae =q", 


(c) ou = atm, 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 
Exemplo 1.1.11. Suponha que G é um grupo com elemento neutro e. Mostre que se x =e para 


todo elemento x e G, então G é abeliano. 


Solução. Suponha que a e b são elementos arbítrios em G. 


Queremos mostrar que ab = ba. 
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Por hipótese, 


(ab)? = abab = e. (+) 


Multiplicando cada lado de (x) por a pela esquerda temos que 
aabab = a. 


Mas, como aa = e, isto ficara 


bab = a (ex) 


Multiplicando cada lado de (**) por b pela direta temos que 
babb = ab. 


Mas, como bb = e, isto ficara ba = ab. 


Portanto G é abeliano. 


Exemplo 1.1.12. Mostre que se G é um grupo tal que (ab)? 


grupo abeliano. 


Solução. 


= 2b?, Va,b E G, então G é um 


(ab? = ab? 
=>abab = qb? 
= a abab = ata? multiplicando cada lado pela esquerda por a! 
= (alabab = (ataab? por associatividade 
=> bab = ab? elemento neutro 
=> babb! = abb! multiplicando cada lado pela direta por b! 
>ba = ab. 


Portanto G é abeliano. 
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1.1.5 Subgrupos 


Definição 1.1.6 (Subgrupo). Sejam (G,:) um grupo e H um subconjunto não vazio de G. 
Dizemos que H é um subgrupo de G se H, munido da operação - do grupo G, for um grupo, ou 


seja, se (H, -) for um grupo. 


Como a operação - já é associativa em G, logo, ela já satisfaz a propriedade associativa para os elementos 
de H. Portanto, as propriedades a serem satisfeitas para que H seja um subgrupo de G são dadas pelos 


seguintes axiomas. 


SG1. H é fechado pela operação de G, isto é, 


a-be H paratodo a,be H; 


SG2. ce H; 
SG3.SeaeHentãioa! eH. 


Notação: Se H é subgrupo de G, então denotamos H < G. 


Observações. 
e (eje G são subgrupos de G chamados subgrupos triviais de G. 


e Se H é um subgrupo de G, diferente de te) e G então dizemos que H é um subgrupo próprio de G e 


escrevemos H < G. 
Exemplo 1.1.13. Temos a seguinte sequência de subgrupos: 
e(Z, +) <(O, +) <(R, +) <(C, +). 
(O, )<(R, )<(C, -). 


Exemplo 1.1.14. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se H é subgrupo de G. 


b)H=(23|a,beZ), (G,*) = (R*, x). 
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()H=lzeZ; zéum número ímpar), G=Z, asxb=a+b+1, abeG. 


Solução. 


(a) H=(0,3, 6,9, 12),(G, +) = (245, +). 


Temos que o conjunto H + O. 


Observemos a tabela da operação + em H. 


re 





e SGi:Ya,be Htemos quea+be H. 
e SG»: Sabemos que o elemento neutro de Zy5s =Géeç=0€ H. 


e SG: VaeHtemosaleH. 
Logo H é um subgrupo de (G, *) = (Za5, +). 


(b) H = (2º, b ER), (G, +) = (R*, x) 
Temos que H + O 


e SG, : H é fechado, pois 
para w,y € H, então w = 23! e y=2'3eHcoma,b,reeZ. 


Portanto w - y = 2º3º .2'3º = 2l0+Ng0+s) e H 
e 5G>: O elemento neutro é 1 pertencem a H pois 1 = 2230 H. 


e SGs:Sewe H, então w = rap para inteiros a e b. Então —a e —b também são inteiros, logo 


EQ = de 
Logo H é um subgrupo de (G, *) = (R*,x). 
()H=([zeZ; éumnúmero ímpar) G=Z;asb=a+b+1,abeG 


Temos que H + O 
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e 5G1: H éfechado, pois para 


a, be H,entãioa=2n+1 eb=2k+1comn,ke Z. Portanto 


asb=(Qn+D+(Qk+1) = Qn+D+(QKk+D)+1=2n42Kk+2+1 = 


= 2n+k+D)+1€eH. 


e SG»: O elemento neutro é (-1) pertencem a H poisa*(-1) = a, Va e H. 


oe SG3: SeaeH,e axa = e temos que 


(Qn+1)+a 


Il 
| 
pa 


| 
| 
pa 


Dale pd 


a (-2n-)-1541€EH. 


Logo H é um subgrupo de G = Z. 


Exemplo 1.1.15. Seja G um grupo abeliano com elemento neutro e. Prove que 
H=fxeG|x =e 


é um subgrupo de G. 


Solução. 


2. 


e Sejam x,y E H. Assim, temos x =eey? =e. Daí, 


(xy? = (xyxy) = x(yxy) = x(xyy) = x(xy?) = x(xe) = xx = 17 =e, 


isto é, xy E H. 


eceH, pose =e. 


2 


e Sejax e H, temos: x.x = x -esx=x1eH. 


Outra maneira de provar que x! e H: 
(gy =ytgi=(e gy! =(m)!=(" =e, 


Então, H é subgrupo de G. 
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Proposição 1.1.3 (Critério do Subgrupo). Seja H um subconjunto não vazio de um grupo G. 


Então, H é um subgrupo de G se, e somente se, 


a-b!eH paratodo a,be H. 





Demonstração. Claro que se H é um subgrupo de G, então ab”! e H sempre que a,b e H. 


Resta provar que o recíproco também vale. 


Como a operação em H é a mesma que a considerada em G, ela é associativa. 


Vejamos agora que e e H. Seja x € H (note-se que H é não vazio, por hipótese). Então 


e=x-x!eH. 


e Seja agora x € H e vejamos que x! e H. Para isso basta tomara = e e b = x no enunciado 


da proposição. 


e Resta provar que H é fechado para operação. Sejam então x,y E H. Já sabemos que 


yleHLogoxy=xy'yleH. 


Observação. Resulta da demonstração que a condição de H ser não vazio pode ser substituída por e e H. 


Note-se que se mostrarmos que e É H fica automaticamente provado que H não é um subgrupo. 


cos0 -— sen O 
Exemplo 1.1.16. Prove queH = , 0€ R$ éum subgrupo de G = SL(2,R). 


sen O cos0 


Solução. 


. . cos0 — sen O 10 
e H não é vazio, pois = eH 
sen0 cos0 01 


MATB9S8 - Álgebra II 


27 


É cos 064 -— sen 0; cos 6, -— sen 65 
e Seja A Be H,onde A = e B= . Então 
sen 04 cos0 sen O, cos6 
bd. És cos 64 -— sen 01 cos 06,  senb0 
sen 0,4 cos6 — sen 6, cos 05 


cos 61 cos 0, + sen 6; sen O, cos 61 sen 05- sen 64 cos 65 


sen 61 cos 0, — cos 6, sen 6, sen 6; sen 65 + cos 0; cos 0, 


cos (01 —- 05) — sen (04 — 05) 
= eH. 


sen (64 - 05) cos(6;-— 05) 


Portanto H < G. 


Proposição 1.1.4. SeH e K são dois subgrupos de G, então HN K é um subgrupo de G. 





Demonstração. Sejama,be HNK. Entãoa,be Hea,be K ComoH <Ge K< G temos que 


abteH 
e SableHnNK. 


abtek 


Portanto HNkK<G. E 


Definição 1.1.7. Sejam G um grupo ea E G. 
(a) O centro de G é o conjunto Z(G) = |x EG; xa =ax Va E G). 


(b) O centro de a é o conjunto N(a) = |x E G; xa = ax). 


Exemplo 1.1.17. Seja G o conjunto de todas as matrizes da forma 


1 ab 
0 1 cl|ondea,b,ce O. 
001 
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[Assume que G é um grupo]. Determine o o centro Z(G) de G. 


Solução. Para determinarmos o centro Z(G) de G, precisamos encontrar todas as matrizes que comutam 
com as matrizes de G, 


Sejam A,X E G, então 


1 ab gs dy 
A=|01cleX=|10 1 íz 
0 01 001 


para alguns a,b,c,x, y,z € O. Então temos que 


1 x+a y+az+b Lat bbacÃty 
AX =| 0 1 Z+C e X4=| 0 1 c+2z 
Ur 1 [O 1 


e portanto AX = XA se e somente se az = xc, ou seja, A e Z(G) & az = xc para todo x,z E IR; mas isto 
é possível somente no caso em que a = c = 0. 


Portanto, o centro Z(G) de G consiste dos matrizes A acima coma = c = 0. 


Proposição 1.1.5. Sejam G um grupo ea e G. Então Z(G) e N(a) são subgrupos de G. 





Demonstração. 
(a) Z(G) = lx e G;xa =ax, Va e G). 
Para mostrar que Z(G) é subgrupo de G, utilizaremos a definição de subgrupo 


e Comoea =a=4e, Ya E G, temos que e E Z(G). 
Portanto Z(G) + (). 


e Sejax,y e Z(G). Então como xa = axe ya = ay, Va e G, temos que 


Gryja = x(ya) = x(ay) = (xa)y = (ax)y = a(xy), Va EG. 


Portanto xy e Z(G). 


e Agoraseja x € Z(G), então ax = xa, Ya E Ge portanto 


1 


xa = (x ta)(xx DD) = x Max! 





=x !xaxl=xIxax!l=arl, Va EG. 
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Portanto x! E Z(G). 
Portanto Z(G) é um subgrupo de G. 


(b) N(a) = lx e G;xa = ax). 


Vamos utilizar o critério de subgrupo. 


e Como ea = ae = a, temos que e E N(a). Portanto N(a) + 0. 


e Sejax,y e N(a). Entãoxa =ax e ya=ay. 


a(xy") (xy lyxaxy!), pois xy lyx! =e 
= ay tygtany! 

= xy ly(xIxay!, pois ax =xa 

= xy yay” 

= «y (yay”) 

= xy Mayy!), pois ay = ya 

= (uya. 


Logo, (xy 1) e N(a). 


Portanto N(a) é um subgrupo de G. 


1.1.6 Ordem de um elemento 





Joseph Nee Anyah Yartey 


30 


Exemplo 1.1.18. 
(a) Seja G um grupo. Então ord(e) = 1 poise! =. 
(b) Em Z4> temos que ord(8) = 3 pois3-8 = 24 = 0 (mod 12). 
(c) Em Us temos que ord(4) =5 pois 4º = 1024 = 1 (mod 11). 


(d) Em Z temos que ord(5) = oo pois não existence Z tal quen -5=0. 


0 1 0 —1 


Exemplo 1.1.19. Mostre que À = tem ordem 3 em GL(2,R) eB = tem 
= = 1 0 
ordem 4, mas AB tem ordem infinito. 
Solução. 
0 1 0 1 -1 -1 
Are = 
—-1 —1 -1 -—1 1 0 
-1 -—1 0 1 10 
AS=A2.A= = =e 
1 0 -1 -1 01 
Portanto ord(A) = 3. 
p? 0 —1 0 —1 -1 0 
1 0 1 0 0 —1 
1 0 -1 0 10 
B$=B2.B2 = Es a 
0 —1 0 —1 01 
Portanto ord(B) = 4. 
0 1 0 —1 1 0 
AB= . = 
-1 -—1 1 0 -1 1 
) 1 0 1 0 1 0 
(AB) = (AB) - (AB) = ; — 
-1 1 -1 1 -2 1 
ã 5 1 0 1 0 1 0 
(AB)? = (AB) - (AB) = , - 
-2 1 -1 1 -3 1 
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Podemos provar por indução que 


(AB)” = (AB)(AB) ---(AB) = 


Ou seja (AB)" £ e, paran > 0. Portanto ord(AB) = oo. 


Proposição 1.1.6. Seja G um grupo finito. Então todo elemento a e G tem ordem finita. 





Demonstração. 
Considere o conjunto 


fa”, neNh= fra, 2,08, k 


Como G é finito, este conjunto de potências de a não pode infinito. (Segue pelo Principio de 
Casa dos Pombos). Portanto 2 potências de a devem ser iguais, digamos aº = a comi £ j. 


Se assumimos que 1 > j então temos que 


Em particular ord(a) < i — j. Portanto a ordem de a é finita. E 


Proposição 1.1.7. Sejam G um grupo ea E G. Então ord(a) = ord(a *). 





Demonstração. 


Caso I: Suponha que ordem de a é finita, ou seja ord(a) = n. Então 
req sal: 


Isto implica que ord(a 1) < n = ord(a). 


Por outro lado se m = ord(a !) então 


a”! = (ay) = RS = (ca ty)” = e E 
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Isto implica que ord(a) <m = ord(a 1). 


Portanto n = m, ou ord(a) = ord(a !). 


Caso II: Suponha que a tem ordem infinta. Então para todo n e Z* temos que a” + e. Mas então 
(a) =(01)1 se, YneZr. 


Portanto a”! tem ordem infinita. E 


Proposição 1.1.8. Seord(a) =neme Z* então a” =e > nm. 





Demonstração. 


(<=) Suponha que n|m. Então existe k e Z* tal que m = kn. Portanto 


(=) Suponha que a” = e. Suponha que m > n. Pelo algoritmo da divisão existem q,r e Z tal que 


m=q-n+rcom0<r<n. Portanto 


Ceres = ==, 


Como r <n = ord(a) temos que r = 0. Portanto m = qn > nim. E 


Proposição 1.1.9. Sejam G um grupo ea E G com ord(a) = n. Então 


a =a es i=j(modn) 





Demonstração. Segue de Proposição ( 1.1.8) E 
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Corolário 1. Sejam G um grupo ea E G com ord(a) = oo. Então 


q =a es is j. 


Em particular todas as potências de a são distintas. 


Proposição 1.1.10. Sejam Gum grupoea e Gtal queord(a) =nek e Z. Então 


n 
onde) = mdc(k,n) 





Demonstração. 
Seja d = mdce(k,n). Queremos provar que ord(a*) = E Observemos que 
d 
(8 = (ampli =e. (1.1.1) 


Falta provar que n/d é o menor inteiro positivo tal que (1.1.1) é valido. Suponha que existe 


te Ntal que (a*)' = e. Ou seja a"* = e. Então pelo Proposição (1.1.8) temos que 


nd) = (5) | (5)! (1.1.2) 


k 
Afirmação: : e 7 são relativamente primos, isto é mdc (n/d, k/d) = 1. 


De fato como d = mdc(k,1n) pelo Teorema de Bezout existem inteiros x, y tal que 
kx + ny =d. 


Dividindo por d temos que 


(k/d)x + (n/d)y = 1. 


Portanto pelo Teorema de Bezout, temos que n/d e k/d são coprimos. Logo pela equação ( 1.1.2) 


temos que n/d divide t. Em particular n/d < t, portanto ord(a*) = n/d. E 
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Exemplo 1.1.20. Se ord(a) = 12 determine as ordens de pe fes 


Solução. 


é Jilelajafs[o[7|s[ofuoju] 





[ou [a [o[e fofa fo [ia[aefe [uz 


1.1.7 Grupos e Subgrupos Cíclicos 


Sejam G um grupo ea E G. Denotamos por <a > conjunto de todas as potências de a, ou seja, 


<a> la" Ine Z) 


Proposição 1.1.11 (O subgrupo cíclico gerado por a). Sejam (G,:) um grupo ea e G. Então 


<a> éum subgrupo de G, chamado de subgrupo cíclico gerado por a. 





Demonstração. 


nm 


(a) Para todo n,m inteiros temos que a” a” = a E <a>. 


b)e=afe <a>. 
Ê 


(c) Para todo n, temos que (4º) * =a "e <a>. 


Exemplo 1.1.21. Seja Z o grupo aditivo. Mostre que <n >, o subgrupo cíclico gerado por n é 


nZ = (kn |k e Z). Em particular 22 =<2 >. Observe também que Z =<1>. 
Solução. Por definição 
<n>=([---,-3n,-2n,-n,0,n,2n,3n,::-) = nZ. 


Em particular 


<2>=(:::,-6,-4,-2,0,2,4,6,:::) = 2Z. 


Exemplo 1.1.22. Considere o grupo (Zu, +). Determine < 2 > o subgrupo cíclico gerado por 2. 
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Solução. Por definição 


<2>= 10,2). 


Exemplo 1.1.23. Seja Rº o grupo multiplicativo. Determine < 2 >, o subgrupo cíclico gerado 


por 2. 
Solução. Por definição 


1 
<2>= Btnezy= [= 511,2,4,8,16,:0º |. 


Rpm 


Teorema 1.1.12. Seja G um grupo e seja a E G. 


e Sea for um elemento de ordem finita n, então n será o menor inteiro positivo que satisfaz 


a 


a É 
Mais ainda, <a >= fe,a,a”,---,a 


e Sea for um elemento de ordem infinita, então a” + e para todo inteiro n + 0. 


2. 


Mais ainda, <a >= [-:-,a 2,a !,e,a,a?,:--) e todas as potências de a serão distintas. 





Demonstração. Segue da Proposição ( 1.1.9) e Corolário (1). E 


Definição 1.1.9 (Grupo Cíclico). Um grupo G é chamado grupo cíclico se G =< a > para 
alguma € G, ou seja, G é gerado por um elemento. 


Neste caso, dizemos que a é um gerador de G. 


Exemplo 1.1.24. Considere o grupo aditivo Za = (0, 1. 3). 
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Portanto Zu é cíclico com geradores 1 e 3. 


Observação. Se G é um grupo cíclico, então o gerador de G, isto é, o elementoa e Gtal queG =<a >, 


em geral, não é único. Por exemplo, Z, =< 1 >eZgy =<3>. 


Proposição 1.1.13. SeG =<a > é cíclico então |G] = ord(a). 





Demonstração. Segue do Teorema 1.1.12. E 


Exemplo 1.1.25. Determine se o grupo multiplicativo (Uo,:) é cíclico. Caso seja, determine 


seus geradores. 


Solução. 
Us = (1,2,4,5, 7, 8). 

(2)! =92 (5)! =95 

22 =94 - a 52 =97 . E 

(2) A dia 6) dá GSI . . 
(2) =o 8 Es 5 (5) =o 8 = = (8)! =9 8 
Se DE (4)? =9 7 Ea (7)? =9 4 a 
(2)* = 7 = E (5)! =9 4 E = (82 =9 1 
Sado (4) =91 da aa (7) =91 

(2)? =o 5 (5)? =9 2 j U 
(2)º =91 a (5) =91 a ord(8) = 2 

ord(4) = 3 ord(7) = 3 
y y 

ord(2) = 6 ord(5) = 6 


Portanto Uo é cíclicoe Uy =<2 >=<5>. 
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Exemplo 1.1.26. Determine se o grupo multiplicativos (Us, :) é cíclico. Caso seja, determine 


seus geradores. 
Solução. 
Tasdls 7] 
(3)! =53 (5)! =55 (7)! =87 
(32 =s1 62 =s1 (72 =31 
U U U 
ord(3) = 2 ord(5) = 2 ord(7) = 2. 


Portanto Us não é cíclico. 


Proposição 1.1.14. Seja G =<a > um grupo finito cíclico de ordem n. Os geradores de G são da 


forma a” se e somente se r e n são coprimos, isto é mdc(r,n) = 1. 





Demonstração. 
(=) : Suponha que a” é um gerador de G. Se r e n não são coprimos então eles tem um fator 


comum, digamos k isto é, k = mdc(r,n). Logo 
r=kxe n=ky paraalgun x,y e Z. 


Portanto 


ay = ay = gy = q" — (ay = -e. 


Portanto a ordem de q” é y <n = ky, contradizendo o fato que a” gera G. Logo r e n devem ser 
coprimos. 
(+) : Suponha que r en não coprimos. Queremos provar que q” gera G, isto é precisamos provar 


k 


que ord(a”) =n ese (a)* = e, então k = xn para algum inteiro x. 


Observe que ord(a) = = n. Agora suponha que (a"* = a'* = 1. Então pelo Proposição 


n 
mdc(r,n) 
1.1.8 temos que 


nI(rk) >nl|k pois mde(r,n) = 1. 


Portanto k = xn, algun x € Z. Logo à” gera G. E 
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Exemplo 1.1.27. Seja G =<a > um grupo cíclico de ordem 28. Quais dos seus elementos gera 


G. 
Solução. 
G=fea,a,--,a |08 =e). 
mdc(r, 28) = 1 > 7=1,3,5,9,/114,13,17,19:293,25,27. 


Portanto os geradores de G são a, Ê, a, a at a a ne ne: a. q?”. 


Teorema 1.1.15. Todo grupo cíclico é abeliano. 





Demonstração. Como G é cíclico, existea e GtalqueG=<a >. 


Sejam x,y E G. Então x = a”, y=a”, nm € Z. Portanto, 


Como x, y são arbitrários, temos que G é abeliano. E 


Observação. A recíproca do Teorema 1.1.15 é falsa, ou seja, nem todo grupo abeliano é um grupo cíclico. 


Por exemplo, 
(1) o grupo multiplicativo Us, é abeliano, mas ele não é um grupo cíclico. 


(2) 0 4-grupo de Klein 


2; 2: 


V=lea,b,c), talque a“ =e, pP=ec=e 


é abeliano, mas não é cíclico. 


Teorema 1.1.16. Um subgrupo de um grupo cíclico é cíclico. 





Demonstração. Sejam G =< a > um grupo cíclico e H um subgrupo de G. Vamos assumir que 
H + (e), pois (e) é cíclico. Então H contém um elemento diferente de e da forma a”, para algum 


m E Z, pois G é cíclico. Suponha que m é o menor inteiro tal que a” e H. 
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Afirmação: H=<q" >. 
Como a” e H temos que <a” >C H. 
Vamos provar queH €C <a” >, isto é precisamos provar que se q” e H, então a” é uma potência 


de a”. De fato, suponha que q” € H então pelo algoritmo da divisão podemos escrever 
p q P 8 Pp 
n=qm+r, onde 0O<r< ml. 


Então 


a" = qr = qm = (aa! 
Como H é um subgrupo, (a") 1 E H, portanto (a”) 1a” E H, e segue que 


aq =(a") dg" eH. 


Mas r < m e como m é o menor inteiro que a” Ee H temos que r = 0. Em outras palavras, 
a” = (a")1, logo a” e <a” > . Como a” é um elemento arbitrário em H, temos queH Cc <a” >. 


Portanto H =< q” > e H é cíclico. E 


Corolário 2. Os únicos subgrupos de Z são os subgrupos cíclicos < n >= nZ, para algum n E Z. 


Corolário 3. Os únicos subgrupos de Z, são os subgrupos cíclicos < a >=< d >, sendo que 


mdc(a,n) = d. 





Exemplo 1.1.28. Determine todos os subgrupos de Z1». 


Solução. Observe que 


Zp =<1>=<5>=<7>=<11>, 


isto é, existem 4 geradores de Zap. 
Como Zap» é cíclico, existe um único subgrupo de ordem d para cada divisor d de 12. Os divisores de 12 


são 1, 2,3, 4, 6. 


e O subgrupo de ordem 16 <0 >; 
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O subgrupo de ordem 2 é < 6 >= 10, 6); 


O subgrupo de ordem 3 é < 4 >= (0, 4, 8); 


O subgrupo de ordem 4 é < 3>=(0,3,6,9)=<95; 


º 
Õ 
n 
S 
oq 
q 
= 
"S 
So 
sa 
8 
o 
3 
a 
8 
3 
DN 
[SN 
A 
NI 
V 
IH 
S 
MN 
e 
> 
Oo 
el 
é 
Il 
A 
el 
o 
V 


1.1.8 Subgrupos gerados por um conjunto 


Teorema 1.1.17. Seja G um grupo e C a coleção de todos os subgrupos de G. Então (1) H é um 


HeC 
subgrupo de G. 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 


Teorema 1.1.18. Seja Gum grupo e S E G. Seja C a coleção de todos os subgrupos de G que 


<S>=[H 


HeC 


contenha S. Então o conjunto 


satisfazer as seguintes: 
(i)<S > é um subgrupo de G que contenha 5. 
(ii) Para todoHeC, <S>cH. 


Portanto, < S > é o menor subgrupo de G que contenha 5. 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 


Teorema 1.1.19. < S > éo tínico subgrupo de G que satisfaz as condições (1) e (ii) do Teorema 


1.1.18. 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 
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Definição 1.1.10. SeG é um grupo e S € G então o subgrupo < S > é chamado de o subgrupo 
de G gerado porsS. SeG =<sS >, então dizemos quesS gera G; e os elementos em S são chamados 


os geradores. Para S = (m1,42,::- ,an) conjunto finito escrevemos <S >=<m,a2,:--,Ap > 


Teorema 1.1.20. Seja G um grupo e S € G. Então < S > é formado por produtos finitos de 


S19º2 ea 


elementos de S e elementos inversos de S. Isto é, se K = ta, 5 “AE, n;€S,s;= +1, k e N] então 


<S>=K. 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 


Teorema 1.1.21. Sejam T; e T> subconjuntos de um grupo G. Então 


<l>=<T,> seesomentese TlC<T,)> eTc<T;>. 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 


Exemplo 1.1.29. Determine o subgrupo de Z1> gerado pelo conjunto (4, 6). 


Solução. Observe que 


4+4+4=0 (mod 12) > ord(4) = 3. 


6+6=0 (mod 12) > ord(6) = 2. 


Portanto 


<46>=[4n+6m, n=1,2,3 em=1,2). 
en=1,m=h1temos4n+6m=10 (mod 12). 
en=1,m=2temos4n+6m=4 (mod 12). 
en=2,m=1temos4n+6m=2 (mod 12). 


en=2,m=2temos4n+6m=8 (mod 12). 
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en=3,m=1temos4n+6m=é6 (mod 12). 


en=3,m=2temos4n+6m=o0 (mod 12). 


Portanto 


Exemplo 1.1.30. Determine o subgrupo de Uis gerado pelo conjunto (2, 11). Conclua que 


Us=<2,11>. 


Solução. Observe que 


2*=1 (mod 15) > ord(2) = 4. 


112 =1 (mod 15) > ord(11) = 2. 


Portanto 


==] 


<211>=P".11, n=1,2,34 em=1,2. 


en=1,m=1temos2”.11” 
en=1,m=2temos2”.11” 
en=2,m=1temos2”.11” 
en=2,m=2temos2”.11” 
en=3,m=1temos2”.11” 
en=3,m=2temos2”.11” 
en=4m=1temos2”.11” 
en=4m=2temos2”.11” 


Portanto 


=7 (mod 15). 
=2 (mod 15). 
= 14 (mod 15). 
=4 (mod 15). 
= 13 (mod 15). 
=8 (mod 15). 
=11 (mod 15). 


=1 (mod 15). 
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1.1.9 Produto Direto de grupos 


Sejam (H, A) e (K, *) dois grupos arbitrários e seja H x Ko produto cartesiano de H e K, isto é 
HxkK=t(h k:heHekekK). 


Em Hx K, definimos: 


e a igualdade de 2 elementos por 


(hy, k1) = (ho, ko) == h =h2 ek =ho. 


e eamultiplicação de 2 elementos por 


(1, kulho, ko) = (hysho, ky x ko). 


Exemplo 1.1.31. Considere Z, = (0, 1) e Us= (1, 3, 5, 7) Então 


Z»xUs=[(0,7). (3) (5,5).(0,7). (1,7). (.3)(1.5). (1,7). 
E o produto dos elementos (L, 5) e (1, 3) é 
(5 9=(1+1 5-9=(0 7. 


Teorema  1.1.22. Dados (H, A) e (K, *) dois grupos. O produto cartesiano H x K munido da 
multiplicação: 


(Mm, ki)(ho, ko) = (My 4ho, k *k>») para hm,hpoeHeky,k ek 


é um grupo (chamado produto direto de H com K) com o elemento neutro (em, ex) onde em e ex são os 


elementos neutros de H e K respectivamente, e o elemento inverso de (h,k) é (h!,k 1). 


Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 
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Propriedades do produto direto de grupos 


Lema 1.1.23 (Ordem de H x K). Sejam H e K são grupos finitos. Então a ordem H x K é o produto 
da ordens de He K, isto é 


IH x K| = |HI |KL. 
Demonstração. Demonstração segue diretamente pelo Princípio de Contagem. E 
Lema 1.1.24 (Ordem de um elemento de H xK). Sejam H e K são grupos finitos e seja (h, k) e HxK. 
Então a ordem (h, k) é o menor múltiplo comum das ordens de h e k, isto é 


ord(h, k) = MMC(ord(h), ord(k)). 


Demonstração. Seja s = MMC (ord(h), ord(k)) e t = ord(h, k). Então 


(Proposição 1.1.8) 
= 


(a, = (h8, Kº) = (em, ex) tj. Portanto t<s. 


Mas 
(ht, K) = (1! = (en, 6) ord(nf e ord(ht. 


Portanto, t é um múltiplo comum de ord(h) eord(k) => s<t, pois s= MMC (ord(h), ord(k)). 
Portanto, s = te ord(h, k) = MMC(ord(h), ord(k)). 


Exemplo 1.1.32. Determine a ordem dea = (8, 8, 8) e Zi X Zu X Z go. 


Solução. 


E assim, ord((B, 8, 8)) = MMC(3,5,10) = 30 em Zyo x Zos X Zso. 
Exemplo 1.1.33. Determine a ordem deb = (3, 6, 9) eZax Zy x Z45. 
Solução. 


e EmZa, <3>=(0, 1, 2, 3) cassim, ord(3) =4, 
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e EmZa>, <6>=[0, 6) assim, ord(6) = 2 


E assim, ord((3, 6, 9)) = MMC(2,3,4) = 12 em Zu x Zyp X Zi5. 


Lema 1.1.25 (Critério para H x K seja abeliano). Sejam He K são grupos. Então 
HxK éabeliano es He K são grupos abelianos. 
Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. 
Lema 1.1.26 (Critério para H x K seja cíclico). Sejam H e K são grupos finitos e cíclicos. Então 
HxkK écíclio «= IH] e |K| são relativamente primos. 


Demonstração. SejalH|=m e |K|=n, portanto |H x K| = mn. 


(=) Suponha que H x K é cíclico. Sejam MDC(m,n) = d e (h,k) um gerador de H x K. Então 


(a, E =((W')á, (Kd) = (en, ex) => mn = ord(h, k) < = d=1. 


Portanto |H] e |K] são relativamente primos. 


(<=) Suponha que H =<h >e K =<k >e MDC(m,n) = 1. Então 
ord(h, k) = MMC(m,n) =mn = I|H x KI, 


logo (A, k) é um gerador deH x K = H x K é cíclico. 


Exemplo 1.1.34. 


Z, x Zs = t(o, 0), (0, 1); (0, 2h (O, 3), (0, 4), (1, 0), (1, 1), (1, 2); (1, 3), (1, 4)) 


é cíclico pois MDC(2,5) = 1. 


De fato considere < (1, 1) >. Então 
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Isto é ord(1, 1) = 10. 
Portanto Z, x Z5 =< (1, 1)>. 


Exemplo 1.1.35. Considere Z> x Zo = ((0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 2). 
Excepto por (0, 0), cada elemento tem ordem 2, portanto Z, x Z» é o grupo 4 de Klein, portanto 


não cíclico. 


1.1.10 Exercícios Resolvidos 


Exercício 1.1.1. Verifique quais os conjuntos abaixo G é um grupo sob a operação +. Classifique 


cada grupo como sendo abeliano ou não. 
(a)G=(2,4,6,8)emZi; arsb=ab. 
bDG=(2",xeO) axzb=ab. 
()G=IxeZ; x=1mod5) axb=ab. 
(D)DG=Z; asb=a+b+1. 


ab 
(e) G = SIR) = 4A4= ;a,b,cdelR; det(A) = 14 sendo + é a multiplicação de 
cd 


matrizes usual. 
Solução. 
()G=[2,4,6,8)JemZio; asb=ab 
pao] 
HEBHH 
HEHOH 





sjojafa|s 
psjafaja 


e Da tabela, podemos ver que G é fechada com relação ao x. 
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e xéassociativa pois o grupo Zao é associativa em relação ao multiplicação, logo associatividade 


também é valida em G. 


e Da tabela, podemos ver que 


6+2=2+6=2, 
6*4=4+6=4, 
6+6=6, 

6+8=8+6=8 


Então 6 é o elemento neutro de +. 


e Da tabela, podemos ver que 


5 2 é0 inverso de 8 e vice versa. 
4+4=6 = 4éseu proprio inverso. 
=> 


6 é seu proprio inverso. 
e Temosqueparatodoa, bEG, axb=bxa. 
Portanto, (G, *) é um grupo abeliano. 
bDG=[2",xeO) axb=ab 


e Sejaa,be G. Entãoa =2ºeb = 2” paraalgum x,y e Qe portanto a+b =2º2/ = 24 EG 
pois x + y E O. 
Portanto, G é fechado com relação ao x. 

e Associatividade é herdada da propriedade associativa da multiplicação de números reais. 


e Como1=2ºe0€Q, G tem elemento neutro 1. 


e Paraa=2"€EGondexeQ,temosa!=2*€G, pois —x e O. 


Portanto (G,*) é um grupo. 
Verificando se G é um grupo abeliano : 
V27,2/ E Gtemos 2*x2% = 272) = 2) = 24x. 


Logo, G é um grupo abeliano. 


()G=(xeZ;x=1(mod5));axb=ab. 
Perceba que G = (1,6,11,16,21,..) = [5n+1,n e Z). 


1 é 0 elemento neutro, pois 
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On+Dze=(n+D>(BOn+De=(0n+D)>e=1€Z. 
Temos que nem todos os elementos de G possui inverso, pois 


1 Il 
+D+d' = +Da' =1540'=—— =]x=-€2Z. 
On+Dsa'=e>(5n+a 5a Sa para n x G É 


Daí G não é um grupo. 


()G=Z;arsb=a+b+1. 
Sejam a,b,c e Z. 
Temos que G + Q) 


e G5: Associativa 


a*(b«c) = as(b+c+D=a+(b+c+D+1l=a+(I+b+9)+1= 


= (a4+1+4+b+4c4+1=(1+b+D+c+1l=(a+bD)+c+1l=(a+b)+c. 


e Gs : elemento neutro 
a+te=a>a+e+l=a>5e=-1. 
e Ga: Elemento inverso 


an =e>5a+0+1=-15e=-2-a. 


Daí, G é um grupo. 
Verificando se G é um grupo abeliano: Va,be Gtemosaxb=bxa. 
asb=a+b+1=b+a+1 = bra. 


Logo, G é um grupo abeliano. 


ab 
()G=SI(2,R)=,A4= ;a,b,cdeR; det(A) = 14 sendo +» éa 
Ed 
multiplicação de matrizes usual. 


e Seja A, Be SL(2,R) temos que 
det(AB) = (det A)(detB) = 1-1 =1 


ou seja, AB € SL(2,R). Portanto SL(2,R) é fechado. 


e Associatividade seguir da associatividade de multiplicação de matrizes. 


O 
e Observe que e SL(2,IR), portanto SL(2, IR) tem elemento neutro. 
01 
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a 
e Para A = e SL(2,R), uma conta simples mostra que 


geo b 
A = E SL(2,R). 


Portanto (G,*) é um grupo não abeliano. 


Lembre que produto de matrizes não é em geral comutativa. 


Exercício 1.1.2. Seja G o grupo dada pela seguinte tabela: 


efafelelris[e[u] 


(a) Determine <a >, <r >, ord(a) e ord(r). 


BRR GEnna (b) Quem é o elemento neutro de G? 
ER (c) Qual o inverso de cada elemento de G? 


(d) G é cíclico? 


(e) G é abeliano? 





(a) 


<a> = (ea,b d>ord(a)=4. 


<r> = le rn>ord(r) = 2. 


(b) Elemento neutro 


O elemento neutro de Gée. 


(c) elemento inverso 


eseascbobc>ar5ors>ost5tu>Su. 
(d) G é NÃO cíclico, pois nenhum elemento de G tem ordem 8. 


(e) G não é abeliano, pois a-r=s £r-a=u. 


Exercício 1.1.3. Seja G um grupo com operação +. Seja u um elemento de G. Define uma nova 
operação o em G como: 


aob=axuxb, Va,beG. 
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(a) Prove que o é associativa. 


(b) Mostre que G possui um elemento neutro sob a operação o; identifique este elemento 


explicitamente. 


(c) Mostre que cada elemento de G possui um inverso sob a operação o. 


Solução. Sejam a,b,c,u e G, temos queaob=axuxb 


(a) Propriedade Associativa 


(aob)oc = (axuxb)oc=azuxbsuxc=asux(bxuxc)= 


= asus(boc)=ao(boc). 


(b) Elemento neutro 


n0e = q 
>DSqaxuxse = q 
Se = ulsalsa 
Se = ul, 
Verificando, 
aou! = asusu 
=". 
(c) elemento inverso 
naog = e 
Saxusa = ul 
5d = ulralay 
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Verificando, 
ao(utsaleul) = asus(ulealeu?) 
= ul 
sao(ulsalaul) =. 


6 


Exercício 1.1.4. Seja G um grupo com elemento neutroeex c G, x £etalquex” = x. Considere 


o conjunto H = [x,32,2x2,:--). 


(a) Quantos elementos tem H? Justifique a resposta. 
(b) Determine ord(x). Justifique a resposta. 
() H< G? Justifique a resposta. 
(d) H é cíclico? Justifique a resposta. 
Solução. 


(a) H = (x, 22, 22, x4, 2º), ou seja H tem 5 elementos, pois 


pa 

x =xº.x=x:x=xº; 
Ea = a 
ER ER er, 
Peep o 
pegas res 
pre ea 

(b) Dada que x* = x, (*) 


multiplicando cada lado de (x) por x, temos que 


Portanto, ord(x) = 5. 


(c) SIM, pois H satisfaça todas as condições de um subgrupo. 
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A 


(d) H é cíclico, pois existe x e G tal que < x >= fe, x, x, x, x)=H. 
ln 
Exercício 1.1.5. Mostre que H = ; ne Z+ é um subgrupo cíclico de GL(2,R). 
01 


Solução. Observamos que H € GL(2,R). 


Vamos provar que 


H=<a>, sendo a= 


1 n 
Afirmação: q” = ara todo ne Z. 
ç i [4 


Primeiramente usamos indução para provar que afirmação para n > 0. 
o 10 EE ado 
e Paran =0,temosquea =1 = , OU seja a afirmação é valido para n = 0. 
Dol 
e Agora suponha que a afirmação é valido para n = k para algum k > 0. Então 


E: 11 1 k+1 
01 01 0 1 


Logo a afirmação é valido para n = k + 1 e portanto pelo indução a afirmação é provado para todo 


n>0. 


e Uma conta simples mostrar que para ne Z, 


Portanto a afirmação é valida para todo n E Ze portanto H é subgrupo cíclico de GL(2, R). 


Exercício 1.1.6. Determine todos os subgrupos de ordem 4 de Uss, indicando quais são cíclicos 


e quais não são. 
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Solução. Observe que p(28) = P(2)p(7) = 2-6 = 12, que é divisível por 4. Portanto Uss pode ter 


subgrupos de ordem 4. Para determinar estes subgrupos precisamos achar as ordens dos elementos de 


Dos = (1,-9,-5, 9; 11,.13,/15,12, 19, 28; 25; 27): 


3 =27=-1 (mod 28) => 3º =1 (mod 28). Portanto ord(3) = 6. 

52=-25=-3 (mod 28) =>5º=(-3)? =-27=1 (mod 28). Portanto ord(5) = 6. 
93 =(32)) =3=1 (mod 28). Portanto ord(9) = 3. 

112 =121=9 (mod 28) => 11º=92=1 (mod 28). Portanto ord(11) = 6. 

132 = 169=1 (mod 28). Portanto ord(13) = 2. 

15 =-13 (mod 28) => 152 = (-132 = 1 (mod 28). Portanto ord(15) = 2. 

17 =-11 (mod 28) => 17º = (-11)º = 1 (mod 28). Portanto ord(17) = 6. 

19 = -9 (mod 28) => 19º = (-9 = 1 (mod 28). Portanto ord(19) = 6. 


23=-5 (mod 28) => 23º = (-5)º = 1 (mod 28). Portanto ord(23) = 6 


25 =-3 (mod 28) => 25º = (-32 -27 =1 (mod 28). Portanto ord(25) =3 


27 =-1 (mod 28) => 72 = (ty =1 (mod 28). Portanto ord(27) = 


Como Usg não tem elementos de ordem 4, então não admite subgrupos cíclicos de ordem 4. Mas Uss 


tem 3 elementos de ordem 2, portanto, tem um subgrupo não cíclico de ordem 4 dado por (1, 13, 15, 27). 


1.1.11 Atividade 


JE 


Prove Teorema 1.1.22. 


. Mostre que se G é um grupo abeliano então (ab)" = a"b”, YVne Z, Va be G. 


. Seja G um grupo tal que (ab)? = (ba)?, Va,b E G e suponha que x = e é o único elemento de G tal 


que x? = e. Mostre que G é abeliano. 


- Seja Gumgrupoea,be Gtal queab e Z(G), o centro de G. Mostre que ab = ba. 


« Verifique, em cada um dos ítens abaixo, se H é subgrupo de G. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


(a) H = f=11), (G, *) e (Rº, *) 


(bD)H=IN, (G,*) =(Z, +) 


a 0 
()H=4A= ;abcdeR;ab+zOt, (G,*) = (GLo(R),:) 
b 


So 


0 a 
(DH=,(A= ;abcdeR;ab+zOt, (G,+) = (GL>/(R),:) 
b 0 


(JH=peC0<|d<2, (G)=(C,) 


« Apresente dois subgrupos H e K, de um grupo G tais que HU K não é subgrupo de G. 


- Seja G um grupo e sejam H e K subgrupos de G. Mostre que HU K é um subgrupo de G se e 


somenteseH cKouKcH. 


- Seja G um grupo de ordem par. Mostre que G possui um elemento de ordem 2. 


- Mostre que se G é um grupo de ordem par então existe um número ímpar de elementos de ordem 2. 


Seja G um grupo e sejam a,b e G. mostre que ab e ba têm a mesma ordem. 
Seja G um grupo e seja a E G um elemento de ordem n. Se n = km, mostre que a* tem ordem m. 


Seja G um grupo e seja a e G um elemento de ordem r. Seja m um inteiro positivo tal que 


mdc(m, r) = 1. Mostre que ord(a") = r. 

Seja G um grupo esejama,b e Gtaisquea” =e e aba”! =b?. Mostre que ord(b) = 31. 
Seja G um grupo esejama,be Gtaisquea" =e e aba”! = bS. Mostre que ord(b) | (s” — 1). 
Seja G um grupo e sejam a,b € G. Mostre que ord(a) = ord(b tab). 


Prove que se um grupo contém somente um elemento de ordem 2, então este elemento pertence o 


centro do grupo. 
Determine o centro de jem Q = (1,1,j,k,—1,-—j,—k, —1) 
Determine os centros de Q = (1,1,j,k,—i,—j,—k,—1) e do grupo 4 de Klein. 


Determine a ordem de cada um dos seguintes elementos: 


(a) (3, Dem Za x Ze 
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21. 


22. 


28. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Eh 


(b) (6, 15, 4) em Zs30 X Zas X Zo4 
(c) (5, 10; 15) em Zo5 X Zo5 X Z95 


(d) (8, 8, 8) em Zão X Zos X Zso 


Seja G um grupo. Dados H um subgrupo de Gea E G, mostre que 
aHa! = (aha! he H) 


é um subgrupo de G. Se H é finito, qual é a ordem de aHa!? 


Considere o produto direto Gy x G> dos grupos Gy e Gs». Sejam a E Gy e b E G> elementos de 


ordens m e n respectivamente. Determine a ordem de (a,b) E Gy x Go. 


Seja G um grupo e sejam a,b E G tais que ab = ba. Sea e b tem ordens m e n respectivamente com 


mdc(m,n) = 1, mostre que a ordem de ab é mn. 


Seja G um grupo abeliano que contém um elemento de ordem n e um de ordem m. Mostre que G 


contém um elemento de ordem mmc(n, m). 


Prove que se G é um grupo finito com elemento neutro e, em = IGl, então x” = e para todo 


elemento x E G. 
Determine todos os subgrupos de Z»0. 
Determine todos os subgrupos não cíclicos de ordem 4 de Usa. 


Determine 2 subgrupos não cíclicos de ordem 4 de Uso. 
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Aula 1.2 


Grupos de Permutações e Grupos 


Diedrais 


Nesta aula vamos estudar exemplos de grupos não-abelianos (finitos), os grupos de permutações e 
diedrais. O grupo de permutações é formado por funções bijetoras de um conjunto em si mesmo. O grupo 


diedral é formado por simetrias de um polígono regular. 


1.2.1 Ogrupo simétrico 


Definição 1.2.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma bijeção f: X — X chama-se uma 


permutação. Denote-se por Sx o conjunto de todas as permutações de X, isto é 


Sx:=(f:X>X|f é uma bijeção). 


Proposição 1.2.1. O conjunto Sx é um grupo com respeito a operação, o, a composição de funções. 


Chamamos este grupo (s x o) de grupo simétrico de X ou o grupo de permutações de X. 





Demonstração. A demonstração é deixada a cargo do leitor como exercício. E 


Em geral o grupo Sx não é abeliano. O grupo Sx só será abeliano se o conjunto X tiver um ou dois 


elementos. 
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Estamos particularmente interessados no caso em que o conjunto X é um conjunto finito de n elementos, 
por exemplo, vamos considerar X = (1, 2, 3,::+ ,n). Neste caso Sx será denotado por S, e será chamado 
grupo simétrico ou grupo das permutações de grau n. 


Notação: Dado f e Sy é usual representar f através de uma matriz 2 x n, da seguinte maneira: 


JA AR em AO 
Tem-se na primeira linha os elementos de (1,2,--- ,n) e abaixo de cada i, 1<1<n temos a sua imagem 
Fo). 
Exemplo 1.2.1. Sejam f, g permutações do conjunto (1,2,3,4,5) dados por 


HD=2 0=4 H9=3 H9=5 fO)=1 


sD=5 80=4 8)=1 g(9=2 f6)=3. 


Expresse f, g na notação matricial e determine (f 0 9), (go f) e FT. 


Solução. Na notação de uma matriz temos que 


| 2 304.3 12345 
8 
24351 54123 


Composição de permutações na notação matricial é realizada da direita para a esquerda indo de cima para 
baixo, depois novamente a partir de cima para baixo. Primeiro precisa encontrar o número abaixo de 1 
na permutação a direta e depois encontrar este número na linha superior da permutação esquerda e anote 


o número diretamente abaixo dele. Repita este processo para o resto do números inteiros de 2 a n. 


[O Se do | 2 sds 
VII! = 
pode Bose o Nos do 23 


1 2 3 4 5 
Hei) He) He) fts) F(g6) 


fog 


A Bs 5 1 BA 
fo HO FO 10 FO) RR 
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E 1 2 3 4 5 E 123465 
2) 4 gs) 86) g(1) Aide BB] 


1 20:03: 40 à 24351 1:20 3:04 29 
f= > fr = = . 
24351 1 22 343 51324 


Observação. Vamos denotar (f o 8) por fg e (fo f) por f2. 


Teorema 1.2.2. Seja n > 1. O grupo das permutações S, de grau n tem n! elementos. S, não 


abeliano para n > 3. 





Demonstração. Seja f E Sn. Temos n possibilidades para a imagem f(1), (n — 1) possibilidades 
para f(2), (n—2) possibilidades para f(3), --: ,2 possibilidades para f(n — 1) e uma possibilidade 
para f(n). Portanto pelo principio da multiplicação, f é uma das n(—1)(n —2)---2:1 = n! bijeções 


possíveis. Portanto |S,| = n!. E 


Exemplo 1.2.2 (O grupo Ss). Seja S3 denota o conjunto das bijeções (1,2,3] — (1,2,3). Então 


S3 é um grupo com 6 elementos, com operação composição de funções . Logo 
é fas RR 22 O 1.25 28 ras 
3 = e x F 7 , ” 
Je 258. PAR a Boss EA Des do, vd 213 
À 2 «3 1 O 
Sejam a = eb = - Então 
aa ja É Do 22 
5 A a ) 28 
a” = = ; 
E ne A 2 3 1 oo, 42 
ra 12.3 1 28 
pe = = 1d. 
e DR RR A RS 
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p? 


| 


2 
3 


E 
ap = 
2 


Portanto, S3 pode ser escrito como 


e AZ 3 
1 32 


z 


GQ 


NO 


GQ 


À 
di 


|) 


1 
1 


ds EZ 
dio Fo SA 


| 
| 


1 
2 
1 
2 
2 


3 


| 


23 
31 


Sa = (id, a, 02, B, Ba, Ba?) =<a,ploê = id, BP =id> 


e sua tabela de Cayley será: 





Ainda se nota, da tábua acima, que S3 não abeliano nem cíclico ( gerada pela permutações a e p). 


1.2.2 Ciclos e Transposições 





o(a) = m 


o(a;) =IBsepli Néb any horta 


A. 











Observação. Note-se que a notação o = (a a>---ayr) é ambígua. Para ser precisa, é necessário indicar 


o grupo Sn ao qual o pertence. 


Exemplo 1.2.3 (Exemplos em $5). 


12345 


(a) é um 5-ciclo, denotado por (12 345); ele poderia 
23451 


também ser denotado por (2345 1),0uU(34512),0u(45123),0u 
(51234). 


123465 
(b) | é um 3-ciclo, denotado por (1 43); ele poderia 
4 21.35 


também ser denotado por (4 3 1), ou (3 1 4). 


é uma transposição, denotada por (1 3); ela poderia 
321405 


12345 
o) 


também ser denotado por (3 1). 


123845 . 
é uma transposição, denotada por (2 4) ou por 
14325 
(42). 


123545 
(e) não é um k-ciclo, qualquer que seja k. 
34521 


(d) 
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Observação. O único 1-ciclo é a identidade, que denotamos por (1) ou por (a) coma e (1,2,3,::-,n). 


Lema 1.2.3. Sex c supp(o) então o(x) E supp(o). 





Demonstração. Se x e supp(o) então 


o(x) *£ x 


o(o(x)) * o(x) £x pois o é uma bijeção. 


Portanto, o(x) e supp(o). E 


Definição 1.2.3. Sejama e S, umr-ciclo ep E Sn ums-— ciclo. Dizemos que a e É são disjuntos 


se supp(a) N supp(p) = 0. 


Exemplo 1.2.4 (Exemplos em Ss :). 
(a) Os ciclos (1 3 4) e (2 5) são disjuntos. 
(b) Os ciclos (1 4) e (2 5) são disjuntos. 


(c) Os ciclos (13 5) e (2 5) não são disjuntos, pois elemento 5 é movido por ambos. 


Lema 1.2.4. Sejam a, B E Sn dois ciclos disjuntos. Então ap = pa. 





Demonstração. Seja x E Sa. Temos 3 casos a considerar: 


1º caso: x É supp(b) e x é supp(a) então 


(Bl) = ax) =x e Bla(x)) = B(x) =x. 


2º caso: x E supp(a). Neste caso pelo Lema 1.2.3 temos que a(x) e supp(a). 


Mas como supp(a) N supp(f) = O temos que x é supp(f) e a(x) É supp(p). Então 


a(B()) = (x) e Bla(x)) = a(o). 
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3º caso: x E supp(f). Análoga ao 2º caso. 


Assim ab(x) = pa(x), Vx e (1,2,:-- ,n). Portanto ap = pa. E 


Proposição 1.2.5. Toda a permutação de a E S, é um produto de ciclos disjuntos. Além disso, o 


produto é único a menos da permutação identidade e da ordem dos fatores. 





Demonstração. A demonstração desta será omitida, mas pode ser vista em [1]. E 


do io ade Ba Br 7 28.9 
Exemplo 1.2.5. Escreva a permutação a = E S9 como produto 


4 O bs As 25 
de ciclos disjuntos. 


Solução. Começa com 1, e encontrar o ciclo que ela determina: 


Portanto temos o ciclo 


(1436). 


Agora vamos para o próximo inteiro menor, que é 2, e determinamos seu ciclo: 


“| Lo Fo 
4 9 6 3 fi 1 8 2 5 
Portanto, temos o ciclo 


(29578). 


Logo 
a=(1436(29578). 
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1.2.3 Aplicações dos ciclos 


O fato que podemos decompor qualquer «a E Sy como produto de ciclos disjuntos forneça muito 


informação sobre S, e facilita bastante as simplificações. 


1 


Lema 1.2.6. Seja a = (m à2 à3::- ap1 ax) € Sn um k-ciclo. Então a” é um k-ciclo também e 


tem-se 


o! = (a apar 0309). 





Demonstração. Temos que 


(01 42 43º: Aus a) ar apa 4342) = (1) (identidade). 


Exemplo 1.2.6. Sejam a = (135)(24), 8B=(124)35) e $5. Calcular 


(ap Dea (Jo! (apr. 
Solução. 
()ap=(135)(24)(124)(35)= (143). 
(b)Ba=(124)(35)(135)(24)= (152). 
(Val= alas! =(427(159)=(153)(24). 


(Dp!=651(1241=(53(142)=(1427)(53). 


Proposição 1.2.7 (Ordem de um ciclo). A ordem de um k-ciclo é k, ou seja, a ordem de um ciclo 


é simplesmente o comprimento do ciclo. 





Demonstração. Seja a = (Mm a2 à3:-- ax ak) € Sn um k-ciclo. Seja 1 < m < k. Tem-se 


m-—2 ( 


q" (a1) = a") =u ag) =: = c(am-1) = Am) = Am. 
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Então a”'(a1) = am+1 + ay mostra que a ordem a > k. 


Temos 
e (a) = a (Ha) = a(aq-nn) = o(a) = 01. 


e Para qualquer 1 < 1 <k tem-se 


(ai) = 0º (a“Man)) = 0º" (ata) = a“ Man) = a. 
Portanto k é a ordem de a. E 


| 203% A -Br6oB 
Exemplo 1.2.7. Determine a ordem da permutação w = E Se. 

571426368 
Solução. Escrevendo w como um ciclo temos que 


w=(15273) 


ou seja, w é um 5-ciclo. Portanto ord(w) = 5. 


Teorema 1.2.8. Sejam o E Sne o = 0102::-Om é um produto de ciclos disjuntos, onde cada o; 


tem comprimento k. Então 


ord(o) = MMC(k1,--- , km). 





s 


Demonstração. Seja ord(o) = s. Como ciclos disjuntos comuta, temos que 0º = 0/05 --- 0. Mas 


Como cada o; tem ordem k;, temos que k;|s para j=1,2,:::,m. 
Portanto MMC(ki,--- , km) |s. 
Mas M = MMC(ki,:-- ,ky) é o menor M tal que o = (1) parai = 1,2,::-,m. Logo Ms. Portanto 


ord(o) = MMC(ki, :-* , km). 
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Exemplo 1.2.8. Determine a ordem der = (1258 13)(349) (10 12) E S13 e expressa ES em 


ciclos. 


Solução. 


ord(t) = MMC(5,3,2) = 30. Portanto T*º = id. 


E =P 


(125813) (349) (10 12) 


= (349) (10 12) 


(39 4) (10 12). 


Exemplo 1.2.9. Determine a ordem a = (12 4)(345). 


Solução. Observe que a não é um produto de ciclos disjuntos. Portanto não podemos aplicar o Teorema 


1.2.8. Então reescrevemos a como 
a=(124(345)=(124593). 
Portanto, a ordem de a = 5. 


1.2.4 Permutações pares e ímpares 


Definição 1.2.4. Um 2-ciclo diz-se uma transposição. 


Teorema 1.2.9. Toda a permutação é produto de transposições. 





Demonstração. Seja a = (1 a2 --- am-1 Am) um m-ciclo. Então 


a =(a1 Am) (mm ama) (a ao). 
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Logo a é produto de transposições. Pelo Proposição 1.2.5 toda a permutação é produto de 
ciclos. Como todo ciclo é produto de transposições também toda a permutação é produto de 


transposições. E 


Exemplo 1.2.10. Escreva a = (132 8)(4 65) como produto de transposições. 


Solução. Podemos escrever o primeiro ciclo como 


1328)=(18)(12)(13) 


e o segundo ciclo é 


(465) = (45) (46). 


Portanto 


a=(18)(12)(13)(45) (4 6). 
Observações. 
(a) As transposições que compor uma permutação não precisam ser disjuntas. 


(b) A fatorização em transposições não é única como podemos ver no exemplo no 3-ciclo (1 3 2) : 


(132) 


(12) (13). 


(132) CREA 


(139)-= UNB: 


Lema 1.2.10. Sea permutação identidade e escrito como produto de r transposições: isto é se 


id = 0102'**" Op, 


onde os o's são transposições, então r é um número par. 





Demonstração. A demonstração desta será omitida, mas pode ser vista em [3]. E 
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Teorema 1.2.11. Seja a E S,. Suponha que a pode ser escrito de duas maneiras como produto de 


transposições com k e com I fatores. Então ke | são ambos números pares ou ambos ímpares, ou seja, 


k+lépar. 





Demonstração. Suponha que 
a=BiboBr=712º Va) 
onde os B's e 's são transposições. Então 


ido = po A 


B1B>-:-Bryyr1::*/271 pois cada transposição é seu proprio inverso. 


Portanto escrevemos id como produto de k + | transposições. Pela Lema 1.2.10, (k + 1) deve ser 


um número par. Portanto ou ambos k e | são números pares ou ambos são números impares. E 





Exemplo 1.211. Sejao = (12345)€ S. Tlemoso = (151 4)(1 3)(1 2). Logo o é uma 


permutação par esgn(o) = 1. 


Observação. Seo = ty ---ty é produto de transposições então sgn(o) = (=1)*. 
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Proposição 1.2.12. Sejan > 2e sejam 0,7 € Sn. Tem-se 
(1) sgn(id) = 1; 


(ii) sgn(oT) = sgn(o) - sign(T); 


(iii) sgn(o”!) = sgn(o); 


(iv)seo =(aa2-:: Am Am) é um m-ciclo então sgn(o) = (=P. 





Demonstração. 
(i) Pela Lema 1.2.10, a permutação identidade (1) ou id é uma permutação par, logo sgn(id) = 1. 


(ii)Se o, T são ambos pares, então oT é par e 
sen(ot)=1=1-1=sgn(o)sgn(t). 
Se 0,7 são ambos impares, então o7 é par e 
sgn(ot) =1=-1:-1 =sgn(o)sgn(t). 
Se o é par e 7 impar, então o7 é impar e 


sgn(ot) =-1=-1-1 =sgn(o)sgn(t). 


(iii) Se o = 0102 ::-0k-10r produto de k transposições então o! = 0,01: 0201. Portanto, 


sgn(o) = sen(o 1). 


(iv) Seja o = (94 42:-- An Am) um m-ciclo. Podemos escrever o como (m — 1) transposições, 


isto é 
o = (1 amam Am): (0 42). 
Portanto, 
e sem é par temos que m — 1 é impar e sgn(0) = —1 = (=1)""1. 


e sem é impar temos que m — 1 é par esgn(0) = +1 = (=1)"1. 
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Em ambos os casos temos que sgn(o) = (= jr. 


1.2.5 Grupo alternado 


Definição 1.2.6. Denotamos por A, o subconjunto de S, das permutações pares, ou seja, 


An=laeS,|a é uma permutação par). 


Teorema 1.2.13. A, é um subgrupo de S,, chamado de grupo alternado de grau n. 





Demonstração. Da Proposição 1.2.12 decorre que 
e Para duas permutações pares 0,7 € A, a composição ot pertence A, . 
ide A,. 
e Sece A, então are Ap. 


Portanto 4, < Sn. E 


n! 
Teorema 1.2.14. Sejan > 2. Tem-se que A, tem z elementos. 





Demonstração. A demonstração pode ser vista em [1]. E 
Exemplo 1.2.12. 

(a) Sen = 2, então |A,| = 1 e 45 = [id). 

(b) Sen = 3, então |As| = 3 e As = fid, (123), (132)). 


Os 3-ciclos são os ciclos de menor cumprimento que são permutações pares e, de fato, paran >3, 


toda a permutação de A, é produto de 3-ciclos. 
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Teorema 1.2.15. Sejan > 3. Toda a permutação em A, é produto de 3-ciclo. De fato temos que, 


e (ab)(cd) = (acb(a cd). 


e (ac(ab) = (abc). 





Demonstração. Todos os 3-ciclos pertencem a 43, pois são todas permutações pares. Agora seja 
oceA,.Entãoo = TT>::-To-1T>, é um produto de um número par de transposições. Portanto 
podemos escrever o = (TjT2):--(t2 172). Agora o produto de transposições TT" tem a forma 


(a b)(ab) ou (ab)(ac) ou (a, b)(c d), onde a,b,c,d são distintos. Calculando temos 
(ab(ab)=Id, (acl(ab)=(abc) e (ab)(cd)=(acb)a cd). 


Isto mostra que o é um produto de 3-ciclos. E 


Exemplo 1.2.13. Sejan = 5 e seja a = (1 3)(2 4)5 4)(2 4) e As. Escreva a como produto de 


triciclos. 
Solução. Tem-se 
AML) =(129(134) e 624) =(254). 
Logo 
a=(124(134(254). 
1.2.6 Ogrupo, Ds, das simetrias do triângulo equilátero 


Seja PiP>P3 um triângulo equilátero. Sejam Ey, E», Es as mediatrizes do triângulo e O o baricen- 


tro. Vamos considerar o conjunto das transformações que preservam o triângulo, com a operação de 


composição. 
P; E 
Es 
E» 
as 
P, o P3 P, És 


E, 
Essa transformações consistem em: 
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É É É ; 21 
o id, R2x,Raz : as rotações centradas em O, no sentido anti-horário, de ângulos zero, 3 e 
3 3 


respectivamente. 
e F,,F5,F3:as reflexões em torno da reta mediatriz E,, E», Es respectivamente. 


Denotamos por Ds, o conjunto dessas seis simetrias do triângulo equilátero: 
Da = lid, Rag, Rag, Fi, Fo, Fa). 
Ds muindo da operação de composição de funções é um grupo não-abeliano finito de ordem 6. 
Sejam r = Ra es =F1. Vamos mostrar a diante que Ds é gerada por re s. Observe que 
º rº = Roz o Rzr = Rar. 
3 3 3 
Sra 


er=ror=id. 


º 2 =FoF,=id. 


es? =FioRg =Es. 
ers=RmoFy=Fs, = sp. 
3 
Portanto, Ds pode ser escrito como 


D, = (idrr,sssr”; P=id,s=id,rs=s") 


(sit); 1=0,1,/=0,1,2, P=id,s =id, rs=sr) 


<srlP=id,S =id,rs=sri>. 


e sua tábua será: 


. id |r P Is sr | sr? 
mjaf Ef fe[o 
=| fe feto fo 
joe jefao 
efe fefepepo 






feels fa fa(o 
a[ee fofo fa fo 
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Observe que esta tabua é a mesma que a de Sa. Isto essencialmente mostra que S3 e Ds são grupos 
isomorfos: “eles são o mesmo grupo vestida até em diferentes disfarces.” Neste caso, não é difícil identificar 
Ds com Ss, pois os elementos de Ds podem ser visualizados como permutações dos vértices. Em geral, 
podemos visualizar os elementos de D, como permutações dos vértices do polígono regular de n lados, 
mas não podemos fazer todas as permutações desta forma. Em outras palavras, veremos que D, e Sn não 
são os mesmos. Uma forma de verifique este fato é observar que D, = 2nmas S, =n!, e esses são apenas 


iguais quando n = 3. 


1.2.7 Ogrupo, D,, das simetrias do quadrado 


Seja P;P>P3P, um quadrado. Sejam Ds, D> as diagonais e M, N as mediatrizes do quadrado e O o 
baricentro. Vamos considerar o conjunto das transformações que preservam o quadrado, com a operação 
de composição. 


EC 


P, ai 


Pq 





Ps 
Essa transformações consistem em: 


, : É É Au : n 37 
o id, Ra, Rr, R 3x : as rotações centradas em O, no sentido anti-horário, de ângulos zero, 2 Te 2 
2 


respectivamente. 
e F,,F5,Fs,F4: as reflexões em torno das retas D,, D>,M, N respectivamente. 


Denotamos por Ds, o conjunto dessas oito simetrias do quadrado: 
Ds = tid, Rg, Rx Rag, Fi, Fo, Fa, Fab. 


Day muindo da operação de composição de funções é um grupo não-abeliano finito de ordem 8 (faça a tabela 


de multiplicação e verifique os axiomas). 


Sejam r = Rz es = F3. Mostrar que Du é gerada por re s, isto é, qualquer elemento de Da é um 
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produto de alguns r com alguns s. De fato, 


D, = (idrr,P,ssrsr,srPirt=id,s =id, rs=s") 


(sit); 1=0,1,7/=0,1,2,3, rP=id,s =id,rs=sr) 


1 


= <srilf=id,s =id, r=srl>. 


1.2.8 Ogrupo, D,, das simetrias do polígono regular 


Mais geral, seja n > 3 um inteiro, e seja P, um polígono regular de n lados no plano R2. Então há 


exatamente 2n simetrias de P, : 
7 2kr j : Sr 
e n rotações de angulo — em torno do centro de Pa para k = 0,1,2,:-:n—1,no sentido anti-horário; 
n 
e en reflexões em torno dos eixos de simetria de P,. 


21 : 
Denotando por r a rotação de EuAs conjunto das rotações é: 


tid, r, E ao Edo 


Ses éa reflexão em torno de um eixo de simetria, de P,, então todas as outras reflexões são da forma 
sr", i=1,-:c,n-1. 
Assim, temos que: 


De= id, 1º, ,pPrl s; sr sr”, sr) 


1 


sendor" =id, SS =id es"! =rs,ou seja 


Da=<s,rlr=id, s2=id, rs=sri>. 


Teorema 1.2.16. O conjunto das simetrias de P, forma um grupo para o composição de simetrias, 


denotado por D, e chama-se o o grupo diedral de ordem 2n. 





1.2.9 Teorema de Cayley 


O Teorema de Cayley dá a importância dos grupos de permutação para Teoria do Grupos, pois permite 


representa qualquer grupo com um subgrupo conveniente do grupo de permutações. 
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Teorema 1.2.17 ( Teorema de Cayley). Se G é um grupo então ele é isomorfo a um subgrupo de 


Sc. Em particular, se G tem ordem n então G é isomorfo a um subgrupo de S,. 





Exemplo 1.2.14. SejaG = Z, = (0, 1,2, 3). Então G é isomorfo ao subgrupo 
G' =id, (0123), (02/13), (0321) 
de Sa (das permutações do conjunto (0,1,2,3]) pela isomorfismo: 
p:Z4 SG 
definida por 
p(0) = id 

p()=(0123) 

P(2) = (02)(1.3) 

PB) = (0321) 


Observação. À primeira vista, este teorema parece ser uma ferramenta para responder a todas as 
perguntas sobre grupos. No entanto, na prática examinando todos os grupos de permutação sobre 
conjuntos de todos os tamanhos seria uma tarefa enorme. Até mesmo os grupos finito de permutação S, 
fica complicado para analisar quando n é suficiente grande. A importância do Teorema de Cayley é mais 
teórica do que prático. Ele mostra que é possível visualizar o teoria dos grupos como o estudo de grupos de 
permutação. Em outras palavras, grupos de permutação são um modelo universal para todos os grupos 
possíveis. O teorema de Cayley é um exemplo do que é conhecido como um teorema de representação - ele 


diz que cada grupo pode ser representado como (ou seja, é isomorfo) a algo razoavelmente concreto. 


1.2.10 Exercícios Resolvidos 


Exercício 1.2.1. Dadas as permutações em S10 


a=(12694(2358)241053) e B=(12758)(4857)310724). 
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(a) Calcule ap, a !p e pap, deixando suas respostas como produtos de ciclos disjuntos, e 


determine as ordens destas permutações. 


(b) Determinem,n > 1 tal que a” = ” sendo que nem a” nem B” são as permutações 


identidade. 
Solução. 
a = (126949(2358)(241053) B = (12758(4857)(310724) 


(123 10 9()(6)(7)(8)9) 


(12)3)(4 10 8 6 9)(5)(7) 


(12)(3 10 4) 


(12410869) 


ord(a) = 10. RAE: 
(a) ap = (12(410869(1 23 10 4) 
= (1)(2)(38694) 
= (38694). 


Portanto, ord(aB) = 5. 


vtp = (496810121 2)3 10 4) 


= (34681009). 
Portanto, ord(a”! B) = 4. 


(34101 2)(3 8694) 


OQ 
A 
Q 
TO 
I 


(12/38 6910). 


Portanto, ord(p !ap) = 10. 
(b) Queremos m, n tal que a” = 8” sendo que a” + Id e 6" + Id. Logom + 10 en + 6. Agora 
a qo 
sargiy = Id 
> (12)"(410869"(3410)"(12)" = Id 


> (12)""(410869)"(3410)" = Id. 
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Isso é possível sem =5 = ord(410869) en=3=ord(3 4 10). 


Portanto, asoluçãoém =5 en=83. 


1234567809 


Exercício 1.2.2. No grupo S9 seja a= ; 
A Bd DP A 


(a) Escreva a como produto de ciclos disjuntos. 

(b) Determine a ordem dea. 

(c) Calcule a(2537 4”. 

(d) Escreva a como produto de transposições. 

(e) a é par ou ímpar? Justifique. 

(f) Existe um elemento de ordem 16 em $9? Justifique. 


(g) Seja 6 = a?. Escreva B como produto de ciclos disjuntos. Lista todos os elementos de 


Rb 
Solução. 

(a)a=(14)/(2957)/(386). 

(b) ord(a) = MMC(2, 4,3) = 12. 

(Da(2537a! =(14)(2957)/386)(2537(368)(2759)/14)=(2978). 
(Da=(14(27(25)29)3 638). 

(e) a é par, pois a é produto de 6 transposições. 


(f) Não existe elemento de ordem 16 em So, pois um elemento de ordem 16 deve ser um 16-ciclo, que não 


existe em So. O maior ciclo em Sg é 9-ciclo. 


(g) 


8 = 2=(14)2957)386)(14)(2957)/(386) 


2957/7(3862=(25)(79)(368). 
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BP = (25)/79)368)25)79)368) 
(3687 =(386). 


PP = pB=(25)/(79)/368)/386) 


2579). 


B* = B2.p2=(386)386) 


(368). 


BP = pp'=(25)/(79)368)(368) 


2579386). 


pp =(25(7925)79) 


“TA 
a 
H 


Id. 


12345678 Ds A Ses 
Exercício 1.2.3. Sejam «= | | 


Es psd Cd Ga dd | 


(a) Expressa a e 6 como produto de ciclos disjuntos e então como produto de transposições. 


Para cada um deles, diga que ele é uma permutação par ou ímpar. 


(b) Calculea, Bra, (ap). 


(c) Determine a ordem de p e calcule pr 
Solução. 


()a=(1632847)=(13)16)28)47) e 


B=(172)(38654)=(12)(17)(34)(35)(36)(38). 


Portanto, a e B são permutações pares. 


(ba! =(47)/(28)136). 
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Bla=(34568)127)163)28)47)=(187564)23). 


(ap)! =plal=(34568)127)/47)/(28)136)=(14)238756). 


(c) ord(B) = MMC(3, 5) = 15. 


134 
Portanto, p20 = (B!5) = Id. 


Exercício 1.2.4. Sejama =(12)(58)(346)52)41)37)67)e Ss. 
(a) Escreva «a como produto de ciclos disjuntos. 
(b) Determina a ordem de a. 
(c) Será quea e Ag? 
(d) Determine a”. 
(e) Qual é a maior ordem possível de um elemento em Ss? 
() Qual é a maior ordem possível de um elemento em As? 
Solução. 
()a=(164285)/37). 
(b) ord(a) = MMC(6, 2) = 6. 
()Ja=(15)/(18)12)(14)(16)/37). Portanto a é uma permutação par, logo a E Ag. 
(d)a!l=(158246)37). 


(e) A maior ordem possível de um elemento em Sg é formado por um 3-ciclo e um 5-ciclo. Portanto a 


maior ordem de um elemento em Sg é 15. 


( A maior ordem possível de um elemento em o e Ag é formado por um 3-ciclo e um 5-ciclo, pois tal 


2 


elemento seu sinal é igual sgn(o) = (=1)2- (=1)* = +1. Logo o € Ag. Portanto a maior ordem de 


um elemento em Ag é 15. 
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1.2.11 Atividade 


1. Escreva as seguintes permutações na notação de ciclos: 
1234 1 2 48» 6 123456 
(a) (b) (c) 
a 164325 415362 
2. Escreva as seguintes permutações em So na notação matricial: 
(a) (123468); MDAEDOI; (153); (24357; ()09302 OB). 
3. CalcularcotertToo onde: 
12345 12 4405 
(a) o = nc EE E So 
54321 135472 
(b)o = (12006) T=(13462)€ Ss: 


p 23 j 
() o = , T=(12(34)€ S4. 
2341 


Em cada caso, dê sua resposta ambos na forma matricial e na forma de ciclos. 


4. Dadas as permutações 


calcule 


Mf=hoh. Df-foh. Of-fich Db. Ohefl NH. 
Em cada caso, dê sua resposta ambos na forma matricial e na forma de ciclos. 


5. Expresse como produto de ciclos disjuntos 


(a) (12345(16789MID) ES. (DAI ES. 
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10. 


11. 


12. 


Jo: 


14. 


15; 


. Calcule aba sendo quea=(135(12)€ES9eb=(1579)€ So. 
- Determine quantos elementos de S3 são ciclos de comprimento 2 e de comprimento 3. 
. Encontre no S$3 dois elementos a e b tais que (ab)? + ab. 


- Mostre que o conjunto constituído das três permutações 


123 123 123 
, O 
123 231 312 


II 
OQ 
q 

II 


munido da operação de composição, constitui um grupo. 


(a) Mostre que Sa contém exatamente 6 ciclos de comprimento 2, 8 de comprimento 3 e 6 de 
comprimento 4. 
(b) Mostre que os elementos restantes de Sq forma um subgrupo H de Sa. 


(c) Qual é a ordem de H? H é ciclo? 


| 23 AD 6 7 060 
Considere a permutação s = 


a a SO O 
(a) Escreva s como produto de transposições. 
(b) s é uma permutação par ou ímpar? 
(c) É possível escrever s como produto de 10 transposições? 


(d) Complete com transposições de maneira conveniente para obter a igualdade 
Ens RR (2 5(2 31 4)(7 9). 


Escreva a transposição (4 8) E S1 como produto de transposições de números consecutivos. 
Considere a permutaçãos=(147(3 (25813 9esS. 


(a) Escreva s como produto de ciclos disjuntos. 


(b)s e Ag? 
Determine a ordem da permutaçãow = (1527 3)€E Ss. 


Mostre que nenhum elemento de S5 têm ordem maior do que 6. 
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16. Considerea permutaçãoo=(1532/(6273(13 41 6 85 8). 


(a) Escreva o como produto de ciclos disjuntos. 


(b) Utilize a resposta do item anterior para dizer a ordem de o. Justifique a resposta. 


17. Determine quais das seguintes permutações são pares e quais são ímpares: 


72 E O [2.8 4:05 
(a) (b) 

654321 2 sd 

12.34 5 11 2085.4: Do BT 809 
(c) (d) 

27 -8:80 10d 2 8 db os bd 


18. Determine todas as possibilidades dos símbolos * restantes para que tenhamos uma permutação 


par: 


1234567 
2 6 + 4 3 x 


19. Determine (1234)2 E Ss. 
20. Determine (1234)2 45)! expressando sua resposta como produto de ciclos disjuntos em Se. 


21. Determine a ordem do subgrupo cíclico 


< (12), (34), (567)> de Sy. 


22. Sejam o e Tas permutações em Sz dado por 
0=(15243)(67) e v=(16)/(23457). 


(a) Calculeot e to. 
(b) Escreve o como produto de transposições. 


(c) Determine a permutação p tal que pop”! = 7. 


23. Mostre que o produto de dois r-ciclos é uma permutação par. 
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24, 


25. 


20: 


27. 


28. 


29; 


30. 


31. 


32: 


33. 


Escreva a permutação (1 5 3 7)(2 4 6 9) como produto de triciclos. 
Determine as ordens possíveis para os elementos de Ss. Para cada ordem, dê exemplo de um 
elemento com esta ordem. 


Mostre que (ay a> a) =(arao 0). 


Mostre que se a, i, | são inteiros distintos então (i |) = (a ia g)(a 1). 
Mostre que se k é número ímpar, então (a, a» --- ax)? é um ciclo e que se k é par, então (ay ap --- ay)? 
é o produto de dois ciclos disjuntos. 
SjaH=((1),(1234), (13024), (432 1)cõS4. 
(a) Construa a tabela de multiplicação de H. 
(b) H é um subgrupo de Sa? 
(c) H é um subgrupo de Aq? 


Determine o subgrupo As < Sa. 


Faça a tabela de multiplicação do grupo Da. Determine os subgrupos cíclicos de Ds. Quantos são 


eles? Determine a ordem e o inverso de cada elemento de Da. 
O grupo alternado As possui um subgrupo de ordem 9? 


No grupo diedral 
D;=<rslr =id,s2=id,rs=sr!>, 


pd 2 312 


simplifique 1ºs”r *srsr?sr?r!2sr. 
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Aula 1.3 


Homomorfismo de Grupos 


Nesta aula vamos definir os conceitos de homomorfismo e isomorfismo de grupos e determinar quando 


dois grupos são “iguais”, no sentido que eles possui a mesma estrutura algébrica. 
Definição 1.3.1. Sejam G; e G> grupos. Uma função q : G| —> G> é chamada de um homo- 
morfismo (de grupos) se 


p(ab) = p(a)p(b) para todo a,be G.. 


Exemplo 1.3.1. Sejam n,m € Z., já vimos que os espaços vetoriais R" e R” são grupos 
abelianos com a operação a soma. Seja T: R” — R” uma transformação linear. Então T é um 


homomorfismo de grupo, pois 
T(ou+w)=T(v)+T(w) paratodo v,weR”. 
Exemplo 1.3.2. Definep : Z > Z, por 
p(a) = a mod n = [a], 
Ou seja, p(a) é o resto da divisão dea porn. Então q é um homomorfismo, pois 


o(a + b) = [7 + bl] = [7)n + [bla = (0) +, qp(b) 


Joseph Nee Anyah Yartey 


onde definimos (a) +, p(b) por [a + b]. Este homomorfismo chama-se redução mod n. 


Exemplo 1.3.3. Se G; e G; são grupos quaisquer, há sempre um homomorfismo q : G| > G> 
dado por 
p(a)=e> paratodo ae Gs, 


onde e, é o elemento neutro de G». Este é um homomorfismo, pois 
p(ab) =e=e-e=q(a)p(b) paratodo a,be G.. 
Este homomorfismo é chamada o homomorfismo trivial. 


Exemplo 1.3.4. Seja G um grupo e considere a aplicação identidade id : G > G. Este é um 


homomorfismo, pois 
id(ab) = ab = id(a) -id(b) para todo a,be G. 
Este homomorfismo é chamada o homomorfismo identidade 


Exemplo 1.3.5. Define q : GL(n,R) > R“ por q(4) = det(A). Este é um homomorfismo: se 
A,Be GlL(n,R), então 


p(AB) = det(AB) = det(A) det(B) = q(A)p(B). 
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Exemplo 1.3.6. Considere os grupos (RR, +) e (R*,:). Define a função q: R > R* por 


p(a) = e”. 


"= ee = p(a)p(b). 


e q é um homomorfismo, pois q(a + b) = e* 
e q éinjetora, pois p(a) = p(b) > a =b. 


e q é sobrejetora, pois dado qualquer numero real positivo c, pode define a = log c. Então 


p(a) = é = dB =c, 


Portanto, q é um isomorfismo, e R = R*. 


Teorema 1.3.1. Seja G um grupo cíclico. 


1. Se G é infinito, então G = Z. 


2. Se G é finito com IG] = n, então G = Zy. 





Como qualquer grupo de ordem primo é cíclico, temos os seguinte: 


Teorema 1.3.2. Seja p um número primo. Se G é um grupo de ordem p, então G = Z,. 
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1.3.1 Propriedades Básicas de Homomorfismos 


Proposição 1.3.3. Sejam q : G, — G> um homomorfismo. 


(a) Se e, e e» são os elementos neutros de G, e G> respectivamente, então 


(b) Para todo a e Gj, 


(c) Mais geral, sea e G1, então 





Demonstração. 
(a) Para qualquer a e G1, temos que 
pla)pler) = q(ae1) = q(a) = q(a)es. 
Portanto, pela lei da cancelamento temos que qp(e1) = e». 


(b) Se a e Gi, temos que 


p(ap(a") = (aa!) = q(er) = e». 


Portanto, p(a !) = p(ay 1. 


(c) Para n = 0, o resultado vale pelo (a). 


Suponha que n e Z*. Provamos por indução. O resultado é valido para n = 1, pois 
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Suponhamos que o resultado é valido para n — 1. Então 


po 


p(a”) = p(aa"") = (apta! = lp() = [pç] 


pelo hipótese de indução. 


Agora para n < 0, isto én = -m, m e Z*. Observe primeiramente se a € G, temos que 


p(a)p(a") = q(aa”!) = q(e) = em. 


Portanto p(a”!) = (a). 
Agora 


pla”) = (0) = q (0) = Ip" = Ip)" = [pt = Ip(a)P. 


Logo o resultado é valido para todo n e Z. 


Proposição 1.3.4. Sejam G; e G» grupos e seja p : Gy — G> um homomorfismo. Sea e Gy tem 


ordem finito, então ord(q(a)) divide ord(a). 





Demonstração. Seja n = ord(a). Então a” = e;, logo 


p(a)” = p(a”) = q(e1) = eo. 


Portanto qp(a)” = e», logo temos que ord(p(a)) divide ord(a). E 


Proposição 1.3.5. Sejam G1, G> e Gs grupos e seja p :G; > Grey: G> — G3 homomorfismos. 
(a) A composição y o q é um homomorfismo. 


(b) Se q e Wp são ambos isomorfismos, então y o q é um isomorfismo. 


(c) Se q é um isomorfismo, então q”! é um isomorfismo. 
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Demonstração. 
(a) Seja a,b e Gi. Então 
po p(ab) = W(p(ab)) = (rt) p(b)) = v(p(a)y(p()), 
pois 1) e y são ambos homomorfismos. 


(b) Se q e 1) são isomorfismos, então 1) o y é um homomorfismo pelo (4), e ela é uma bijeção 


pois ambos q e 1) também são. Portanto w) o q é um isomorfismo. 
(c) Suponha que x, y e G>. Então x = (a) e y = q(b) para alguns a,b e G;. Portanto 


qu) = q (dp) = q" (p(ab)) = ab = q" (jp! (9). 


Portanto q”! é também um isomorfismo. 


Proposição 1.3.6. Sep: Gy — G> é um isomorfismo, então ord(q(a)) = ord(a). 





Demonstração. Suponha que a E G1 tem ordem finita. Então da Proposição 1.3.4 que 
ord(p(a) | ord(a). (1) 
Mas como o é também um homomorfismo, temos que 
ord(a) = ord(p”(p(a)) | ora(p(a)) (2) 


De (1) e (2) temos que ord(q(a)) = ord(a). 
Observe a Proposição 1.3.4 também implica que a tem ordem finita se e somente se qp(a) também 
tem ordem finita. Logo seguir que se a tem ordem infinta se e somente se (a) também tem. 


Portanto a demonstração. H 
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1.3.2 A imagem e núcleo de um homomorfismo 





Exemplo 1.3.7. Seja f:R —» Rº,a exponencial. Então 


In(f)=R,=IixeR,x>0). 


Lema 1.3.7. Im(f) é um subgrupo de (G>,0). 





Demonstração. Usando o critério de subgrupo: 


o Sex=f(a),y= f(b) e Im(f) então 
xoy=f(ajof(b)=f(a+b) pois f é um homomorfismo. 
Portanto, Im(f) é fechado em relação ao o. 


e Se ec; € ec, são os elementos neutros de G1, G> respectivamente, então f(ec,) = ey, pois f 


é um homomorfismo. Portanto ec, e Im(f). 


o Sex = f(a) e Im(f) então 
2 = fa! = fa). 


Portanto x! e Im(f). 


Portanto Im(f) é um grupo. E 
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Lema 1.3.8. Seja f: Gy — G> um homomorfismo injetora. Então f define uma isomorfismo de G 


em Im(f). 





Demonstração. f:G, > Im(f) é uma bijeção. E 


Definição 1.3.5. Sejam (G1,*) e (G>,0) grupos e f : G| — G> um homomorfismo. Então o 
núcleo de f é o subconjunto 


Nuciy = (re Gen 


de G1, onde ec, é o elemento neutro do grupo G». 


Exemplo 1.3.8. Seja f : (Z,+) > (Zs,+) o homomorfismo f(n) = n mod 3. Então Nuc(f) é o 


conjunto de inteiros congruente a 9 modulo 3, ou seja Nuc(f) = 37. 


Lema 1.3.9. Seja f: Gy — G> um homomorfismo. Então Nuc(f) é um subgrupo de G1. 





Demonstração. Usando o critério de subgrupo: 


e Sex,y e Nuc(f). Então 


fe * 1) = f() 0 Hy) = 6, 0 €G, = €G,- 


Portanto x + y e Nuc(f), ou seja Nuc(f) é fechado com respeito a +. 
e Claro que ec, ce Nuc(f), pois f(ec,) = ec,- 


e Sex e Nuc(f), então 


Portanto x! e Nuc( A). 
Portanto Nuc(f) é um grupo. E 


Exemplo 1.3.9. 
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(a) A função sgn : Sn — (1,1) definido por 


1, seoépar 
sgn(o) = 


—1, seo é ímpar 
é um homomorfismo com núcleo 
Nuc(f) = (o E Sn: sgn(o) = 1) = Ay, 


o grupo alternado de graun. 


(b) A função determinante det: GL(n,R) > Rº é um homomorfismo com núcleo 


Nuc(det) = [A € GL(n,R): det(A) = 1) = SL(n,R). 


Teorema 1.3.10. Um homomorfismo f : Gy > Gy é injetora se, e somente se Nuc(f) = lec,). 





Demonstração. Suponha que f é injetora, então é claro que Nuc(f) = le). 


Suponha que Nuc(f) = tec,)) ea,b e Gj com f(a) = f(b). Então 


eo, = Ha) fd = Ha) fd) = Hab”), 
logo ab”! e Nuc(f). Portanto ab”! = ec, Ou seja a = b. Logo f é injetora. E 
1.3.3 Exercícios Resolvidos 
Exercício 1.3.1. Seja f : Z2 — Z54 um homomorfismo com f(7) = 18. 
(a) Determine f(x). 
(b) Determine a imagem de f. 
(c) Determine a núcleo de f. 
(d) Determine FG): 


Solução. 
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(a) Seja f(1) = k. Como f(7) = 18 temos que 
FO) oa FC) doa FD) toa FO) oa FD) doa FCI) 2a FO) = (7) = 18. 
Logo 7k = 18 (mod) 24 > k = 6. 
Dado x e Z42 temos que 
Z= (1) +92 (1) +92 (1) +92: + 2 (1). 
mm. 
x Vezes 

Portanto f(x) = x f() = 6x. 

(b) Seja Im(f) a imagem de f então 


Inf) = (Ve Za: IXE Za com fG0) =7) = 10, 6, 12, 18). 


(c) Seja Nuc(f) o núcleo de f então 


Nuc(f) = [Xe Zy: f(0)=0) = (0, 4, 8). 


(d) FH(3) = WO pois 3 & Im(f). 


1.3.4 Atividade 


1. Verifique quais das aplicações abaixo são homomorfismo de grupos. Para aquelas que são homo- 
morfismo determine seu núcleo. 
(a) f: (R$,:) > (R,+) dada por f(x) = log x. 
(b) F:(Rº,) > (R',-) dada por f(x) = 2º. 


(c) F: (Rº,) > (Rº,:) dada por f(x) = 2”. 


(a) F:(M(2, 2), +) > (M(2, Z), +) dada por f(A) = A. 


0 








cos x sen x 


— sen x cosx 


(e) f: (R,+) > (GL(2, R),:) dada por f(x) = | 





2. Seja H = (2º3º, |a,b e Z) um subgrupo de R*. Mostre que H = Z x 7. 
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3. Sejam Ge G' grupos, f:G — G" um homomorfismo e H < G”. Mostre que 
fHH)=(xeG; f(x) e H) é um subgrupo de G. 


4. Seja G um grupo com 3 elementos. Mostre que G = Za. 


5. Sejam G,H grupos e f:G — H um homomorfismo sobrejetora. Prove que se G é abeliano então 


H também é abeliano. 


6. Sejam G,H grupos e f:G —» H um homomorfismo sobrejetora. Prove que se G é cíclico então H 


também é cíclico. 
7. Verifique se os grupos G e H são isomorfos: 


()G=Z, eH=5. 

(b)G=ZixZ,) eH=Z,xZ2x2Zo. 

()G=ZseH=ZoxZo. 

()G=D, eceH=Zs. 

()G=D, eH=Z,xZo. 

DG=D, eH=ZoxZo;xZo. 

()G=ZexZyxZs e H=ZgxZo x Zas. 
8. Determine o núcleo das seguintes homomorfismos 

(a) f:Z > Zs tal que f(1) = 6. 


(b) f: Zug > Z5 X Zs tal que f(1) = (Dis, [2]s). 


9. Existe um único homomorfismo f : Ze — Ss tal que f(1) = (12 3). Determine f(k) para cada 


k e Ze. Quais são os elementos do núcleo de f? 


10. Mostre que f : Z6 — Zo x Z3 dada por f(lale) = ([alo, [als) é um homomorfismo. E deduza que 
Ze = Zo X Za. 


11. Considere o homomorfismo do grupo f : Z42 — Za x Za dado por f(lmho) = (Lala, [0]5). 
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos. 


(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Considere o homomorfismo do grupo f : Z4> — Za dado por f(lmho) = Dal. 
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos. 
(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos. 

Considere o homomorfismo do grupo f : Z4> — Zo4 dado por f(laho) = [4a]. 
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos. 
(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos. 

Considere o homomorfismo do grupo f : Z4> — Zo4 dado por f(lho) = [6al. 
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos. 
(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos. 

Prove que não existe um homomorfismo f: Zi, — Za tal que f(laho) = [al,. 


Seja H um subgrupo de GL(2, R) gerado por 


0 1 01 
e Bj= : 
-1 0 10 


Prove que H é um grupo não abeliano de 8 elementos e que é isomorfo a Da. 


Ay = 





ab 
| coma + O é um subgrupo de GL(2,R). Prove que G é 
01 


O grupo G das matrizes reais | 
isomorfo ao grupo 


A=tlap:RSR: aqo(x)=ax+b, a £0). 
Seja f : Z50 — Z4s5 um homomorfismo com f (7) =6. 
(1) Determine f(x). 
(ii) Determine a imagem de f. 


(iii) Determine a núcleo de f. 


(iv) Determine f!(3). 
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Aula 1.4 


Classes Laterais e o Teorema de 


Lagrange 


Sejam G um grupo finitoe H < G. O nosso objetivo nessa aula é obter uma relação entre o número 


dos elementos de H e o número dos elementos de G, o Teorema de Lagrange. 


1.4.1 Classes Laterais 


Primeiro definiremos as classes laterias e estudaremos as suas propriedades básicas. Vale a pena 


observar que estas definições e propriedades não dependem da finitude de G. 





Observações. 


1. Como o elemento neutro e e G, para cada elemento fixo a E G, a = ae E aH. Portanto, dizemos que o 


conjunto aH é classe lateral à esquerda de H contendo a. De modo análogo, a e Ha e portanto Ha 
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é a classe lateral à direita de H contendo a. 


2. Se G é um grupo aditivo, então denotamos a classes aH e Ha por 


a+H=(a+h|heH) 


H+a=lh+alheH) 
respectivamente. 
8: 


Exemplo 1.4.1. Considere o grupo, Da = lid,r, P, P,s, sr, sP,sr ff = id, 9 = id, rs = sr”) das 


simetrias do quadrado e sejam H = tid,s) e K = lid, "2 subgrupos de Ds. Calcular as classes 


laterais à esquerda e a direita de G com respeitoa H e K. 
Solução. 


e Classes laterais à esquerda e a direita de G com respeitoa H 


H=tid,s]=sH H = lid,s) = Hs 
rH=tfrrsj=rsH=sêH Hr = (r,sr) = Hsr 
rPH=[P,rs=r"sH=s"H Hr = (rº,sr”) = Hsr 
PH=t(P,Ps=r"sH=srH. HP = [rº,sr*) = Hsr. 


e Classes laterais à esquerda e a direita de G com respeito a K. 


K=tid,rP)="K=kr” 
rkK=(,r)=Kr="PK=KP 
sK=(s,s”]=Ks=srkK =kKsr 


srK = |sr,sr?) = Ksr = sPK = Ksr*. 


Observação. Observamos da Exemplo 1.4.1 que em geral Ha + aH, para cada a E Ds, entretanto, 
Ka = ak, para cada a e D,. O subgrupo K de Ds, chama-se subgrupo normal, que será estudadas na Aula 


6. 
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Se G é um grupo abeliano e se H é um subgrupo de G, então 
H.a=a-H YaeG. 


Exemplo 1.4.2. Considere o grupo aditivo R? = ((x,y) :x,y E R] eos 3 subgrupos 
Hi =I(x,y) E R?: y=0) (o eixo x), 
Ho = I(x,y) € Rº: x=0) (o eixo y), 
Hs =[(x,y)eR?: y=3x) (a reta que passa pela origem de coeficiente angular 3). 
Dê uma descrição geométrica das classes laterais de H; (j = 1,2,3) em G. 


Solução. Como (IR2, +) é abeliano, para cada (x, y) E Rº temos que (x,yD)H =H+ (x,y). 


Seja (xo, 40) E R2 arbitrário. Então 


e (x,y) +Hy=I(xo,yo)+(x,y): y=0h=[(xo+x,yo): x e RJ representa a equação da reta 


que passa pelo ponto (xo, yo) e é paralelo ao eixo x, 


e (xo,yo)+H>=I(xo,y0)+(x,y): x=0)=[(xo,y0+y): y ER) representa a equação da reta 


que passa pelo ponto (xo, yo) e é paralelo ao eixo y, 


e (xo,4) + Ha = (xo, yo) + (x,y): y = 3x) = (xo +x,yo + 3x): x E RJ representa a equação da 


reta que passa pelo ponto (xo, yo) de coeficiente angular 3. 


Portanto se fixamos um subgrupo H de R2, (todos os subgrupos de R? são retas que passam pela origem), 
e escolher qualquer ponto (xo, yo) E R?, então o conjunto (xo,40) + H representa a reta que é uma 


translação paralela da reta que representada por H e (xo, yo) + H contem o ponto (xo, yo). 


Exemplo 1.4.3. Considere o grupo G = UsgeH = (1, 13, 15, 27) 0 subgrupo de ordem 4 de G. 
Calcular as classes laterais à esquerda e a direita de G com respeito a H. 


Solução. Como Us = (1,3, 5,9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27) é abeliano, as classes laterais à 


esquerda e a direta são iguais. As classes à esquerda de G com respeito a H são: 
e H=(1, 13, 15, 27. 
e 3H=(3, 11, 17, 25). 


e 5H=(5,9, 19, 23). 
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1.4.2 Propriedades das Classes Laterais 


Proposição 1.4.1. Sejam (G, )um grupo, H<Gea, be G. 


(a) aH = bH se, e somente se, bla e H. Em particularaH =H sa eH. 


(baH =bH Sa ebH. 
(c) SeaH N bH + 0, então aH = bH, ou, equivalentemente, se aH + bH, então aH N bH = 0. 


(d) fa: H > aH definida por fa(h) = ah é bijetora. Em particular se G é um grupo finito, então 


todas as classes laterais têm |H| elementos, isto é, |aH| = |H| para todo a E G. 


(e) Se G é um grupo finito, então existem elementos m,a>,-:- ,ax E G, com a = eg, tal que 


G=4HUMÓHU---UaH, 


ea união é disjunta. 





Demonstração. 


(a) (=) Vamos supor, primeiramente, que aH = bH. Queremos provar que bla e H. 


Como a € aH = bH, logo, existe h e H, tal que a = bh. Portanto, 


ba 


b1 (bh) 


(b1b)h 


= heH. 


(<=) Vamos, agora, supor que b”!a E H. Queremos provar que aH = bH, ousejaaH € bHe 
bH Cah. 
Vamos provar, inicialmente, a inclusão aH € bH. Como bla E H, então existe h, E H, tal 


que bla = m. Portanto, a = bh. Seja, agora, ah E aH, um elemento genérico de aH, com 
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he H. Então, temos 


ah = (bhyh 


b(hyh). 
Como H é subgrupo de Ge h,h; ce H, então hh c He portanto, 
ah = b(hyh) e bH. 


Daí, segue que ah c bH, para todo h e H, ou sejaaH € bH. 


A inclusão contrária, bH € aH, é análoga. 
(b) (=) Suponha que aH = bH. Então 
a=ae eaH =bH. 
(<=) Suponha que a c bH. Então temos que a = bh, com h E H. Portanto 


aH = (bh)H = b(hH) = bH. 


(c) Propriedade 3 seguir diretamente da propriedade 2, pois se existe c e aHNbH então cH = aH 


ecH = bH. Portanto, aH = bH. 


(d) Vamos provar que a função f,: H > aH, fah) = ah é uma bijeção. 
Pela própria definição de aH, já vemos que Im(f,) = aH, ou seja f; é sobrejetora. 
Para provar que fa é injetora, sejam h1,h> ce H tais que fa(h1) = fa(h>). Queremos concluir 


que h, = h>. Assim temos 


fam) = falho) = am =aho 
= aah) =a(aho) 


> h4 =h. 


Portanto f; é injetora. Portanto, como f, é uma bijeção, então aH e H têm o mesmo número 


de elementos, isto é |aH| = |H|). 
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(e) Como G é um grupo finito, o número de classes laterais a esquerda de H em G é finito. 
Sejam 1H, a2H,--- ,akH a coleção de todas as classes laterais esquerda de H em G. Então 


pelo propriedade 2, como duas classes laterais coincidem ou são disjuntas, a união 


G=1HUMÔHU--UaH 


pode ser considerada uma união disjunta. 
Uma propriedade idêntica, com uma demonstração análoga, vale para as classes laterais à 


direta. 


Lema 1.4.2. Considere a aplicação 


q : (classes laterais à esquerda) — classes laterais à direta) 


aH » Ha 


Então q é bijetora. 





Definição 1.4.2. O número de classes laterais à esquerda que é igual ao número de classes 


laterais à direta, pelo Lema 1.4.2 se chama o índice de H em G e é denotado por (G : H). 


Exemplo 1.4.4. Dado o subgrupo H = (id, (2.3)] deSs = id, (123), (132), 23), (13), (12), 


obter elementos a1,a2,:-- ,ax € Sa tal que 
S3=mHUMÔHU--UVaH 


seja uma união disjunta. 

Solução. As classes laterais distintas são 
eH=tlid, (23) 
e (123)H=((123), (13) 
e(139)H=((132), (12). 


Então, podemos escolher a, = id, a =(123)eas =(132),e temos que 


S3=mHUmHUaH 
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é uma união disjunta. Portanto (Ss: H)=83. 


Exemplo 1.4.5. Como o subgrupo H = (id,s] de Dy tem 4 classes laterais esquerda, pelo 
Exemplo 1.4.1, 
HrH=tfrrs,PH=(P,rs), PH = rs) 


temos que (D,:H)=4 e D, = HU rHurHuUPH. 
1.4.3 O Teorema de Lagrange 
Teorema 1.4.3 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Então 


vale 


IG| = HI -(G : H). 


Em particular, a ordem e o índice de um subgrupo dividem a ordem do grupo. 





Demonstração. Pela Proposição 1.4.1(e), sabemos que existem q1,42,::- ,ay € G tal que 


G=1nHUÍGHU---UaH, 


e a união é disjunta. Temos que k = (G : H) pela definição. Como a união é disjunta, o número 
de elementos de G é igual à soma do número de elementos de cada classe lateral da união, ou 
seja, 


IG| = |n1H| + lazH]| + --- + la]. 


De novo pela Proposição 1.4.1(d), sabemos que 


la;H| = |H| paratodo i=1,2,---,k. 


Fazendo as devidas substituições na equação anterior, temos 


GI 


IH] + lazH]| + --- + aÃ] 


lH| + 1H] +--- + |H], (k parcelas) 


k HI. 
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Portanto, |G| = (G : H)|HI, ou seja, |H] divide |Gl. 
Exemplo 1.4.6. Procure todos os subgrupos de $3 com suas ordens. 


Solução. O grupo S3 tem 6 elementos. Um subgrupo H de Ss, pelo Teorema de Lagrange, só pode ter 


IH] e (1,2,3), que são os divisores de 6. 
e Oúínico subgrupo de ordem 1 é id). 


e Os subgrupos de ordem 2 são: 
< (29) += [i8, DS), 
<(13) >= (id, (13)), 
<(12) >= (id, (12). 
e Oúínico subgrupo deordem3é <(123)>=[id, (123), (132)=<(132)>. 


Observação. A reciproca do Teorema de Lagrange é verdadeira para alguns grupos (por exemplo todos 
os grupos cíclicos ), mas ela é falsa em geral: dada um divisor n da ordem de um grupo, não existe 


necessariamente um subgrupo de ordem n como mostramos em Exemplo 1.4.8. 


1.4.4 Algumas Consequências do Teorema de Lagrange 


Corolário 4. Sejam G um grupo finito e K H subgrupos de G, com K c H. Então 


(G:KN =(G:H)-(H:K) 





Demonstração. Teorema 1.4.3 implica 


SIGLIEL ICI 


(= KT KT 


(G:K) 


Corolário 5. Sejam G um grupo finitoe a e G, então a ordem de a divide a ordem de G, isto é, 


ord(a)||G|. 
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Demonstração. O subgrupo gerado por a, <a >, é um subgrupo do grupo finito G. Logo, pelo 
Teorema de Lagrange, temos que | < a > | divide |G|. Mas, como por definição, a ordem do 


elemento a é a ordem do subgrupo < a >, ou seja, ord(a) | |G]. E 


Observação. Corolário 5 implica que se G é um grupo de ordem n então os possíveis ordens de 
seus elementos são divisores de n. Por exemplo, se |G| = 30 então para cada a e G, ord(a) E 


[1727855 0:10;-145,.80): 


Corolário 6. Sejam G um grupo finito de ordem nea E G, então à” = e. 





Demonstração. Seja m a ordem do elemento a € G, ou seja, a” = e. De acordo como o Corolário 


5, min, ou seja, existe um inteiro k, tal que n = km. Portanto 


Corolário 7. Todo grupo de ordem primo é cíclico. 





Demonstração. Seja G um grupo de ordem primo p. Como p > 1, então existe a e G com 
a + e. Agora, como a + e, então ord(a) > 1. Por outro lado, pelo Corolário 5, ord(a) | IGl, ou 
seja, ord(a) | p. mas, como p é primo, então seus únicos divisores positivos são 1 e p, e como 
ord(a) > 1. Assim, só resta a possibilidade ord(a) = p. Isto significa que o subgrupo < a > gerado 
por a tem o mesmo número de elementos que G e, como < a >C G, segue que <a >= G, ou seja, 


G é um grupo cíclico. E 


1.4.5 Classificação de grupos finitos 


Um dos principais problemas na teoria dos grupos é a classificação de todos os grupos finitos. Neste 


seção enunciamos alguns resultados básicos para a classificação de alguns grupos finitos. 


Teorema 1.4.4. Se G é um grupo finito de ordem p, primo, então G é cíclico e isomorfo a Z,. 
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Demonstração. Segue do Corolário 7. E 


Teorema 1.4.5 (Teorema de Cauchy). Seja p primo e G um grupo finito de ordem n. Suponha 


que p divide n. Então G possui pelo menos um elemento de ordem p, ou seja, um subgrupo de ordem 


p. 


Proposição 1.4.6. Se G é um grupo de ordem 2p, p primo então G é isomorfo ao grupo cíclico 


Z op ou isomorfo ao grupo diedral Do,. 





Demonstração. A demonstração desta será omitida, mas pode ser vista em [3]. E 
Exemplo 1.4.7. 

(a) Existe somente 2 grupos de ordem 6 =2.-3. São eles Ze e Ds = Ss. 

(b) Existe somente 2 grupos de ordem 10 = 2-5. São eles Zi e Ds. 


Exemplo 1.4.8. Mostre que o grupo As, das permutações pares não possui um subgrupo de 


ordem 6. 


Solução. O grupo 
Au = fid, (123), (132), (124), (142), (234), (243), (134), (14,3), (12)(3 4), (13)(24), 2314). 


Suponha que existe um subgrupo H de Aq de ordem 6. 


Então H é isomorfo a Ze ou S3 (Exemplo 1.4.7 (a)). 
e Como As não tem elemento de ordem 6, H não pode ser isomorfo ao Ze. 


e Agora suponha H = Sa. 
EmSs=tid, (123), (132) (023), (13), (1 2), existem 3 elementos de ordem 2. O grupo 
As possuem 3 elementos de ordem 2, que são (1 2)3 4), (1 3)(2 4), (2 3)(1 4). Portanto, estes 
elementos devem pertencem H. 
Então K = tid, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (2 3)(1 4)) é um subgrupo de ordem 4 de H, contradição , 


pois um grupo de ordem 6 não possui um subgrupo de ordem 4 (Teorema de Lagrange). 
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Portanto não existe um subgrupo de ordem 6 de Au. 


Proposição 1.4.7. Se G é um grupo finito de ordem pq, com pe g primos, p < qe p 4 (q -— 1) então 


G é cíclico e isomorfo a Z pq 





Exemplo 1.4.9. Exemplos satisfazendo a condição p + (q — 1) são 
15=3-5, 33=3-11, 35=5-7, 51=3-17, 65 =5-13, etc. 
Qualquer grupo com estes ordens é cíclico. 


1.4.6 Classificação de Grupos Abelianos Finitos 


Agora consideramos a classificação de grupos abelianos finitos: 


Proposição 1.4.8. Se G é um grupo abeliano finito de ordem pq, com p e q relativamente primos, 


então G é cíclico e isomorfo a Zp x Za. 





Exemplo 1.4.10. Ziwy = Zu xZ5 E Zg X Z45 


Teorema 1.4.9 (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos). Todo grupo abeliano 


finito G é isomorfo ao produto direto de grupos cíclicos de ordem potências de primos: 


G=Zpn XZpn XxX xZ 


pk 


onde os p; não são necessariamente distintos. Além disto, o número dos termos no produto e as 


ordens dos grupos cíclicos são unicamente determinados pelo grupo. 





Exemplo 1.4.11. Classifique todos os grupos G de ordem < 5, a menos de isomorfismo. 
Solução. Como todos os grupos de ordem < 5 são abelianos temos que 


e SelG|=2,então G = 7». 
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e Se |G| = 3 então G = Za. 


e SelGl=4=2-2,entãoG = Z4 ou Zo x Z>. Observando que Za possui um elemento de ordem 


4, mas Z, x Zo não tem elemento de ordem 4. 
e IG] = 5 então G = 25. 
Exemplo 1.4.12. Quais são os grupos abelianos de ordem 120, a menos de isomorfismo. 


Solução. Temos a decomposição em produtos de primos 
120=2-2:2:3.5 


Para cada primo distinto (ou potência dele) consideremos todos os possíveis grupos abelianos de tal ordem: 
e Para 8 = 22 temos os seguintes grupos Zs, ZaxZo, ZoXxZoxX7Zo. 
e Para3 temosogrupo Za. 
e Para 5 temosogrupo Zs. 


Agora os possíveis grupos de ordem 120 consiste de produtos de grupos - exatamente tomado 1 grupo de 


cada uma das 3 listas acima. Portanto a menos de isomorfismo, existem 3 grupos abelianos de ordem 120: 
(DZsxZ,xZ5 22102 ZuxZs E Za x 2Z45 
MD)ZaxZoxXZaX Ls 
(3)Z;oxZ2xZ, XxX Z3X Zs5 

Exemplo 1.4.13. Quais são os grupos abelianos de ordem 108, a menos de isomorfismo. 


Solução. Temos a decomposição em produtos de primos 
108=2:2:3:3-3 


Para cada primo distinto (ou potência dele) consideremos todos os possíveis grupos abelianos de tal ordem: 
e Para4 = 2? temos os seguintes grupos Za, ZoxZ» 


e Para 27 = 3º temos o grupo Zoo, Z9xZs, Z3xXxZ3xZa. 
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Agora os possíveis grupos de ordem 108 consiste de produtos de grupos - exatamente tomado 1 grupo de 


cada uma das 2 listas acima. Portanto a menos de isomorfismo, existem 6 grupos abelianos de ordem 108: 
(1) Za x Zoy = Zros 
(2) Za x Z9 x Zs 
()Zy,xZs x Z3 x Z3 
(4) Zo x Zo X Z97 
(5) Zo xZ, x Z9 x Z3 


(0) Z; xZ, xZ3x Z5 XxX Z3 


1.4.7 Exercícios Resolvidos 


Exercício 1.4.1. Determine todos as classes laterais distintos do subgrupo H =< (1,2) > de 
Za XxX Zs. 
Solução. H = ((0,0), (1,2), (2,4), (3,6). Como G é abeliano e |G| = 32 e |H| = 4 temos 8 classes 


laterais distintas de H que são: 


Exercício 1.4.2. Suponha que G =< a > é um grupo cíclico de ordem 15. Determine todos as 


3 


classes laterais distintos deK =< qº > emG. 


Solução. K = (e, à, àº, aº,a!2). Como G é abeliano e IG] = 15 e |K| = 5 temos 3 classes laterais 
ç 


distintas de K que são: 


K = (e, Ê, É, aº,a!2) 
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Exercício 1.4.3. Determine todas as classes laterais esquerda do subgrupo H =< 4 > do grupo 


multiplicativo Us. 


Solução. G=(1, » “, 16) e H=<4>=(, 4, 13, 16) 


Como |G| = 16 e |H| = 4 temos 4 classes laterais esquerda de H que são: 


1H =(1,4,13,16) = 4H=13H=16H=H 
2H=(2,8,9,15) = 8H=9H=15H 
3H=(3,12,5,14) = 12H=5H=14H 
6H = [6,7,10,11]) = 7H=10H=11H 


Exercício 1.4.4. Determine a ordem de um subgrupo próprio e não abeliano H, de um grupo 


G de ordem 52. 
Solução. 
e Pelo Teorema de Lagrange, |H| divide 52. 
e Portanto |H| pode ser 1, 2, 4, 13, 26 ou 52. 
e Mas |H| + 52, pois H é um subgrupo proprio de G. 
e Como H não é abeliano ela não é cíclico. 
e Como grupos de ordem primos são cíclicos, |H] não é primo, ou seja |H| £ 2 ou 13. 


e Do mesmo modo |H| £ 1, (pois grupos de ordem 1 contem somente o elemento neutro e portanto 


são cíclicos) 
e Além disso |H| + 4 pois grupos de ordem 4 são abelianos. 
e Portanto |H| = 26. 


Exercício 1.4.5. Seja G um grupo de ordem 21. Mostre que qualquer subgrupo próprio de G é 


cíclico. 


Solução. Sejam G um grupo com |G| = 21. Queremos mostrar que qualquer subgrupo próprio de G é 
cíclico. 

Seja H um subgrupo proprio de G. Então pelo Teorema de Lagrange, |H] divide |G] = 21. 

Como H é próprio, |H| < 21 então temos que |H| = 1,3,7. 
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Se |H| = 1, então H = (e), que é cíclico. 
Caso contrario, |H| = p é primo sendo p = 3,7. Mas, como qualquer grupo de ordem primo é cíclico, H é 


cíclico. 


Exercício 1.4.6. Seja G um grupo de ordem 36 com elemento neutro e. SeG possui um elemento 


a EG tal que a2 te e a £e, mostre que G é cíclico. 


Solução. Vamos provar que 


G=<a>=<e,a,a2,a2,--.,aº > sendo que a = e. 


Como |G| = 36, pelo Teorema de Lagrange, todos os elementos de G deve ter ordem que divide 36, ou seja, 
todos os elementos de G deve ter ordem 1,2,3,4,6,9,12, 18 ou 36. 


Mas, como a2 tee ab x e, temos que que a não tem ordem 1,2,3,4,6,9,12 ou 18. 


Portanto ord(a) = 36, ou seja, nó 


=e. Portanto, G =<a > portanto é cilício. 

Exercício 1.4.7. Determine a ordem de um subgrupo H que tem as seguintes condições: 
(a) H é um subgrupo próprio de um grupo G de ordem 68. 
(b) H não é abeliano. 


Solução. 


e Pelo Teorema de Lagrange, |H| divide 68. 


Portanto |H| pode ser 1, 2,4,17,34 ou 68. 


Mas |H| + 68, pois H é um subgrupo proprio de G. 
e Como H não é abeliano ela não é cíclico. 


e Como grupos de ordem primos são cíclicos, |H] não é primo, ou seja |H| £ 2 ou 17. 


Do mesmo modo |H| £ 1, (pois grupos de ordem 1 contem somente o elemento neutro e portanto 


são cíclicos) 


Além disso |H| + 4 pois grupos de ordem 4 são abelianos. 


Portanto |H| = 34. 
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Exercício 1.4.8. Determine a ordem de um subgrupo H que tem as seguintes condições: 
(a) H é um subgrupo de algum grupo G de ordem 100. 
(b) H contem nenhum elemento de ordem 2. 
(c) H não é cíclico. 

Solução. 


e Pelo Teorema de Lagrange, |H| divide 100. 


Portanto |H| pode ser 1, 2, 4 5, 10, 20,25 ou 100. 
e Como grupos de ordem primos são cíclicos, |H] não é primo, ou seja |H| £ 1, 2 ou 5. 


e Agora grupos de ordem pares deve ter um elemento de ordem 2. Como H não contem um elemento 


de ordem 2, temos que a ordem de H deve ser ímpar. 


Portanto |H| = 25. 


1.4.8 Atividade 


1. Dados os grupos G e seus subgrupos H abaixo, determine as classes laterais à direta e à esquerda 
determinados pelos elementos de G e escreva G como a união das classes laterais à direta e à esquerda 


distintas: 


(co) G=ZeH=62. 


(1) 6=Zell=<55 
2. Sejam eN,m >2.SejamZ = mz; ze Z). 


(a) Mostre que mZ é um subgrupo de Z. 
(b) Determine (Z : mZ) e todas as classes laterais de mZ em Z. 


(c) Determine o subgrupo mZ N nZ. 
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3. Determine as classes laterais esquerda e a direta de (1,5) do grupo diedral 


Dp=<rshº=id s=id, rs=sri>. 


4. Seja G um grupo de ordem p”, em que p é primo en > 1. Mostre que a ordem de um elemento 


qualquer de G é potência de p. 


5. Sejam He K subgrupos de um grupo finito G com |H| = p, IK|= q, p e q primos distintos. Prove 
que HNK = e). 


6. Determine a ordem de um subgrupo próprio e não abeliano não isomorfo ao um grupo 


diedral H, de um grupo G de ordem 78. 
7. Determine a ordem de grupo H com as seguintes propriedades: 


(a) H é um subgrupo de um grupo G de ordem 168. 

(b) H é um subgrupo de um outro grupo K de ordem 112. 
(c) H não é cíclico nem isomorfo ao um grupo diedral. 

(d) H contém um elemento de ordem 7 


(e) H tem mais de 2 classes laterais esquerda em K. 
8. Determine a ordem de um grupo H com as seguintes propriedades: 


(a) H é um subgrupo de um grupo G de ordem 100. 
(b) H é um subgrupo de um outro grupo K de ordem 40. 


(c) H não é cíclico nem isomorfo a um grupo diedral. 
9. Determine a ordem de um grupo H com as seguintes propriedades: 


(a) H é um subgrupo de um grupo G de ordem 20. 
(b) H é não abeliano. 
(c) G contem um elemento g de ordem 2 e um elemento h de ordem 5. 


(d) h pertence a H mas g não 
10. Sejam He K subgrupos de um grupo G. Se |H| = 14 |K| = 35, mostre que H N K é cíclico. 


11. Seja G um grupo de ordem 22, quais são os possíveis ordens de cada elemento em G. 
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12. Seja G um grupo com |G]| < 300. Se G possuem um subgrupo H de ordem 24 e um subgrupo K de 


ordem 54, determine a ordem |G] de G. 


13. Determine todos os grupos abelianos de ordens 64, 212, 600, 1000, 1250 a menos de isomorfismo. 
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Aula 1.5 


Subgrupos Normais e Grupos 


Quocientes 


Vimos na Aula 1.4 que dado um grupo G, podemos encontrar uma partição de G em classes laterais 
do subgrupo H. Cada partição tem o mesmo número de elementos. Nesta aula vamos estudar a estrutura 
das classes laterais e a relação entre eles. O conceito do subgrupo normais vai ser apresentado e vamos 


formar um grupo das classes laterais, o grupo quociente. 


1.5.1 Subgrupo normal 


1.5.1.1 Motivação 


Exemplo 1.5.1. Considere o grupo G = S3 = [(1), (123), (132), (12), (13), (23). 


(a) Seja o subgrupo K = [(1), (1 2)) de G. Determine as classes laterais à esquerda e à direta de 


KemcG. 


(b) Seja o subgrupo H = ((1), (123), (132) de G. Determine as classes laterais à esquerda e à 


direta de H em G. 
Solução: 
(a) Classes laterais à esquerda de K são (a) Classes laterais à direta de K são 
e (DK=(129)K=K=((1), (12) e KD=K1D=K=((1) (12) 
e (139K=(123K=((13),(123) e K13)=K(132)=[((13),(132)) 
e (23K=(137K=((23),(132) e K23)=K(123)=((23),(123)) 
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Observamos que a classe (1 3)K + K(13) e (2. 3)K + K(2. 3). 


(b) Classes laterais à esquerda de H são (b) Classes laterais à direta de H são 
e(DH=(129)H=(0132H = e H()=H(123)=H(132)= 
H =((1,023,032) H=((1),0123),(132) 
eU DE = (SH = RH sHO Do = BASS BR Bs 
(0 2),(13),(2 3) (1 2),(13),(23)) 


Observamos que a classes laterais esquerda de H são iguais às respectivas classes laterais à direta de H. 


Os subgrupos H de G nas quais as classes laterais esquerda são iguais às respectivas classes laterais 


à direta recebe uma denominação especial. São chamados subgrupos normais. 


Definição 1.5.1. Seja H um subgrupo G. Dizemos que H é um subgrupo normal de G (e 


denotamos H SG) seaH = Ha para todoa E G. 


Observação. O significado de H 4 G, é que dadoa e Gehe H, existem h',h”" e H tal que 
ah=h'a e ha=ah” 


Note que H 4 G não implica queah = ha, Vhe H. 
Vimos no Exemplo 1.5.1 que H = (1), (123) (132) énormalemSs.Sejaa=(1,2)eS3e 
h=(132)€eH. Entãoexisteh' = (123) e H tal que 


12) (132)=(123) (12) =(13). 


Exemplo 1.5.2. Seja G um grupo. Então os subgrupos triviais deG, H;, = tee H, = G, são 


subgrupos normais de G. 


Exemplo 1.5.3. Seja G um grupo abeliano, então todo subgrupo H de G é normal pois ah = 


ha, YaeGeYheH. 


Exemplo 1.5.4. O centro Z(G) de um grupo é sempre normal poisah = ha VaceGeVhe Z(G). 
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Exemplo 1.5.5. Seja p um número primo. Então Z, é um grupo simples. De fato Z, são os 


únicos abeliano simples grupos. 
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Teorema 1.5.1. SeH <Ge(G:H)=2 então H4G. 





Demonstração. Sejaa E G. 
e Sea e H, então 
H=aH = Ha 
e Sea é H então a classe lateral esquerda aH e a classe lateral a direta Ha de H são diferente 


de H. 


Como (G : H) = 2, ou seja temos somente 2 distintos classes laterais esquerda (ou a direta) de H 


em G. 
Portanto 
G=HuUaH=HUH e HnaH=0=HnhHa 
Logo temos que aH = Ha, Ya E G. Portanto H 4 G. E 


Exemplo 1.5.6. Considere S,, o grupo de permutação de (1,2,3--- ,n] e A, o subgrupo de 


I 
permutações pares. |S;| = n! elA,| = Logo 


Sal 


Sn: A)=— = 
(Cn: Am = [2 


2 


Portanto pelo teorema acima temos A, é normal em S,. 


Teorema 1.5.2. (Teste para Subgrupos Normais) 


SeH<G, HsGS xHx! CH para todo x EG. 





Demonstração. 


(=) : Suponha que H é normal em G. Então Vx e Ge Yh e H, existe h e H tal que 
sh=hrx>shr!=heH. 


Portanto xHx! CH. 
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(=) : Suponha que xHx”! c H para todo x E G. 


e Sejax =. Então 


ada! cH>aHCcHa (1) 


e Sejax=a”!. Então 


mH(a Ny =alHacHS HacaH (2) 


De (1) e (2) temos que Ha =aH 5 H4G. 


Exemplo 1.5.7. Considere o grupo G = Rº*xR cuja operação + é definida por 
(a,b) *(c,d) = (ac,ad + b) 
Prove que 
()H=((Lb|beRjaG 
(b) K = [(a,0)| a e Rº) não é subgrupo normal de G. 
Solução. 


(a) Inicialmente, vamos determinar o elemento neutro de G e o inverso de (a,b) E G para a operação +. 


Seja (x, y) o elemento neutro de G, temos 
(,b)=(ab+s(xy=(axay+b)>ax=asx=leay+b=b5ay=0>57=0, 


pois a £ O. Como (1,0) + (a,b) = (a,b), vemos que (1,0) é o elemento neutro de G. 


Dado (a, b) E G seja (c, d) seu inverso para a operação +, temos 
1 b 
(L,0)=(a,b)*(cd)=(acad+b)>ac=1>c= Ran e 0d se 


1 b E api b 
Como (5,5) + (0,5) = (1,0) temos que (0) (5 E 


Agora provamos que H é normal em G. Seja (1,c) E H, para cada (a, b) E G temos: 


(a,b)* (1,0) * (a, b)! =(a,b)*(1,c) + [5 5) =(a,ac+b)+ [5 5) =(Lac)e H. 
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Portanto, H = ((L,b)lbe R| 4G 
(b) Seja (c,0) E K, para cada (a, b) e G temos: 


(a,b) + (c,0) + (a,b)! = (a, b) * (c;0) * (5 -) = (ac, b) + [5 5) = (c,—bc + b). 


Se0+-bc+b=b(1-c), então (a,b) + (c,0)*(a,b) ! & Ke K não será subgrupo normal de G. 
Podemos, por exemplo, tomara = b = 1ec = 2. Neste caso (1, 1)*(2,0)*(1, Dl =(Q-DéKSK 
não é subgrupo normal de G. 


O resultado a seguir mostra outras caracterização de subgrupo normal muito usada. 


Proposição 1.5.3. Sejam G um grupo e N 4. G. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 
1. NG 


2. Paratodoa EG, aNa ! =. 


3. As classes laterais à esquerda e à direta coincidem, ou seja Na = aN para todo a E G. 





Exemplo 1.5.8. Seja G = GL(2,R) eH = SL(2,R). Mostre que H é um subgrupo normal de G. 


Solução: Seja x e GL(2,R). Então para todo h e SL(2, R), temos que 





det(xhx!) = (det(x)) (det(h)) (det(x))”! = (det(x)) (det(h)) = o) =1, 


portanto xhx”! E SI(2,R) > xSL(2,R)x 1 E SL(2,R). 
Portanto SL(2,R) é normal em GL(2,R). 
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1.5.2 O Grupo Quociente 





Vamos construir uma operação binária no conjunto das classes laterais Ga de modo a torná-lo um 


grupo. Definimos a seguinte operação no conjunto das classes laterais Sr Ê 
q: Cx 4 => 4 


dada por 
aH -bH + (ab)H. 


O problema é verificar que y está bem definida, ou seja, se ela não depender da escolha dos representantes 
de a e b das classes laterais aH e bH respectivamente. 

Suponha que a,a',b,b" E Gtais queaH =a'HebH =b'H. Entãoa” = ah eb" = bho para algum 
h,h, e H. Então 


va H, b'H) 


(ab)H pela definição de y 
= ambhoH 

= ahbH poisheH 

= amHb | poisH énormal 

= aHb poishieH 

= abH | poisH énormal 


WlaH, bH) 


Portanto é bem definida. 
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Teorema 1.5.4. SeGéum grupoe H 4 G, então G/H é um grupo com respeito da operação 


aH - bH = (ab)H. 


Chamamos este grupo de grupo quociente de G módulo H. 





Demonstração. Vamos provar que a operação - é associativa, possui elemento neutro e que todo 


elemento de G/H possui elemento inverso para - 


(i) Associatividade: sejam aH, bH e cH e G/H. Como G é um grupo temos (ab)c = a(bc), logo 
(1H - bH) -cH = abH .cH = (ab)cH = a(b)H =aH -(bH .cH) 


(ii) Como G é grupo, G possui elemento neutro e e, evidentemente, N = eN. Temos 
aH-H=aH-.eH=aeH=aH=eH=eH-aH=H-.aH Wa eG. 


Logo, H é o elemento neutro de -. 


(iii) Como G é grupo, todo a € G possui elemento inverso a”!. Temos 
aH-a!H=a!H=eH=H=alaH=a"H-aH. 


Logo, a !H é o elemento inverso de aH para a operação -. 
Resulta de (i), (ii) e (iii) que G/H munido da operação - é um grupo. E 


Exemplo 1.5.9. Seja G = Us (com operação multiplicação) e considere o subconjunto H = 
(1, 13) de G. Prove que H é um subgrupo normal de G. Listar todos os elementos de 4 e 
construa a tabela de Cayley para 4 e mostrar que 4 = Za. 


Solução. G = Uy =[1,3,5,9,11,13eN=(1,13) 
e H=1H=(1,13]=H1 
e 3H=(3, 11)=H3 


e 5H=(5,9)=H5 
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Portanto H 4 Ge Gg =(H, 3H, 5H) 


TER 
[a [a [on[5 


[a [om[54 [1 
[5a [on [ 1 [07 


Vimos que a tabela de Cayley de Gg coincide com a tabela de Cayley de (Zs, +), pela isomorfismo 





Ho 0,3H+6 1, 5H + 2. Em particular, o grupo quociente 4 é isomorfo a Za. 
Exemplo 1.5.10. Describa todos os grupos quocientes de Ss. 


Solução. Os subgrupos de Ss são: 
e (id) : Normal, e o grupo quociente é ia) = Sa: 
e (id,(123),(321)) : Normal, e o grupo quociente é Ya (123), (321)) & Za. 


e (id, (12)), tid, (23)), lid, (13)) : Nenhum deste são normais 


e 53: Normal, é o grupo quociente é Yg, = fid) 


Exemplo 1.5.11. Seja G = Z (com operação adição) e H = 4Z. Listar todos os elementos de 
Sã e construa a tabela de Cayley para Gy. Mostre que gy = Zu. 


Solução. Seja 47, = (0, +4, +8,:--). Para construir Z7 determinamos as classes laterais a esquerda 
de 47, em Z. Considere os seguintes 4 classes: 


0+4Z =4Z = (0, +4, +8, ---), 


1+4Z =(1,5,9,:::;-3,-7,-11,-::), 


2+47Z = (2,6,10,:-:;-2,-6,-10,:-:), 
IPA = (ad see = =B,9,+a 


Afirmamos que não há outros classes. Pois, sek e Z, então k = 49 +r, onde 0 <r < 4;e, portanto, 
k +47 =r+4q +47 =r +47. A tabela de Cayley é 
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= Juzpespeepes 


Vimos que a tabela de Cayley de Lg coincide com a tabela de Cayley de (Za, +), pela isomorfismo 





[tese [1042 [242 [5+42 [042 


+ 42 +5 [ily. Em particular, o grupo quociente Z17 é isomorfo a Za. 


Proposição 1.5.5. Seja n > 2 inteiro.O grupo quociente Lim é isomorfo a Zw pela isomorfismo 


(i +17) 6 fila. 





1.5.3 Ordem de 4 


Proposição 1.5.6. Sejam G é um grupo finito e H 4 G. Então 





Demonstração. O número de elementos em EA? é o índice do subgrupo H do grupo G, que é o 


número de classes laterais à direita distintas de H em G. Portanto 4] =[G:H]. 


Mas pelo Teorema de Lagrange, 


G 
[G:H]= 7 
Portanto 
É Iel 
Gal= A 
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Exemplo 1.5.12. 

(a) Determine a ordem de LD. 3> 

(b) Determine a ordem de Za X fa (Did) 
Solução. 

(a) |Zil=6 e |<3>|=2. Portanto 267. E E Ea 

(b)|Zsx Z5|=8 e |<(2,1) > |=2. Portanto | Za xZo (2,1) >| = E 

1.5.4 Ordem de um elemento em 4 
Podemos definir a ordem |aH|, de duas maneiras: 
(a) a ordem de aH como elemento de Gg 


(b) o comprimento do conjunto aH 


A interpretação correta será claro em cada contexto. 


Proposição 1.5.7. Sejam H <“Gea e G Então a ordem de aH em 4 é o menor inteiro positivo 


ntal quea" e H. 





Demonstração. Suponha que aH é um elemento de 4 (portantoa € G) e queremos calcular sua 
ordem como elemento de Gy. Em outras palavras, queremos determinar um inteiro positivo 
n tais que 


(1H) =eH=H ese I<xm<n, (1H)” £H. 


Pela definição da multiplicação no grupo quociente, precisamos encontrar n tais que 
a"H=H ese I<m<n, a"HzH 
Pelo Proposição 1.4.1 
“H=HedehH eqHzHoq" £H. 


Portanto, laH| = n em Gg & né o menor inteiro positivo para que q” e H. E 
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Exemplo 1.5.13. 
(a) Determine a ordem de5 + < 4 > em Zy. 4> 
(b) Determine a ordem de (2,1) + < (1,1) > em Za x Lo. (1,1) > 
(c) Determine a ordem de (2,0) + < (4,4) > em Da 28. (4,4) > 
Solução. 


(a)<4>=(0,4,8)e5*4=8,queéa primeira vez que um múltiplo de 5 em < 4 > . Portanto a ordem 


do elemento dado é 4. 


(b) < (1,1) >= ((1,1), (2,2), (0,3), (1,4), (2,5), (0,0)) e (2,1) *3 = (0,3), que é a primeira vez que 


um múltiplo de (2,1) em < (1,1) >. Portanto a ordem do elemento dado é 3. 


(c) < (4,4) >= [(4,4), (2,0), (0,4), (4,0), (2,4), (0,0)) e (2,0) e < (4,4), é portanto a ordem do 


elemento dado é 1. 


Exemplo 1.5.14. Considere o grupo diedral 
De=lid,rr, Pr, Ps srsr,sr,sí,sr), P=id, Ss =id, sP=rs 
eH = 7Z(D6) = lid, r*) o centro de Ds. Determine as ordens derH e (s)H em Dog. 


Solução. 


e A ordem de rH em Ds é o menor inteiro positivo ntal quer" eH=(1, r).Logon=3ea 


ordem de rH em Do é igual 3. 
e Aordem de (sr)H em Ds é o menor inteiro positivo n tal que (sP)" e H = (1, r'). Agora 
É a ns 


(sPP =sP sr =sr Ps=s"=ideH. 


Logon =2a ordem de (sr?)H em Ds é igual 2. 
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Apresentamos alguns resultados sobre o grupo quociente. 


Proposição 1.5.8. Sejam G um grupo e N 4 G. Então: 


(a) Se G é um grupo abeliano, então o grupo quociente CA é um grupo abeliano. 


(b) Se G é um grupo cíclico, então o grupo quociente CA é um grupo cíclico. 





Demonstração. 
(a) Sejam aN, bN e CN Como G é abeliano temos ab = ba o que implica 
aN -bN =abN = baN = bN -aN 
e completa a prova de que Ca é abeliano. 


(b) Suponha que G é um grupo cíclico gerado pelo elemento x € G. Isto é, qualquer elemento 
de G é uma potência de x. Afirmamos que a classe lateral x«N é gerador do grupo CN De 


fato, seja aN € CN com a € G, então podemos escrever a = x para algum k € Z. Assim, 
aN = 3*N = (xNJ* para algum ke Z 


o que mostra que Ca é um grupo cíclico. 


Lema 1.5.9. Se G é um grupo tal que Cz(c) é cíclico então G é abeliano. 





Demonstração. Seja gZ(G) o gerador do grupo quociente Coy e seja a,b E G. Então existe 
inteiros i e j tais que 


aZ(G) = (8Z(G)) = g'Z(G) 


bZ(G) = (gZ(G)) = g'Z(G). 
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Portanto, a € g'x para algum x E Z(G) eb E g!'y para algum y € Z(G). Portanto temos que 


ab = (g(g'y) = g(x8)y = 8(g')y 


(gg cy) = (g/g)yx) = (g/yg'x) = ba. 


1.5.5 Grupos quocientes e Homomorfismos de grupos 


Nossa próximo objetivo é mostrar que grupos quocientes são relacionadas com homomorfismos. Vamos 
mostrar que cada grupo quociente Gg naturalmente dar um homomorfismo 1: G > (427 chamado a 


projeção natural de G para Gy. 


Teorema 1.5.10. Sejam G, e G> grupos e q : Gy — G> um homomorfismo. Então o núcleo, 


Nuc(q), de q é um subgrupo normal de G,. 





Demonstração. Seja H = Nuc(q). Já vimos que em Lema 1.3.9 que H é um subgrupo de Gr, então 
basta provar que ela é normal. Escolhe h e He g € G1. Pela definição do núcleo de y temos que 


p(h) = ec, (o elemento neutro de G>.). Portanto 


p(ghg” = Qoipg) = gep(g” = ec, 


Portanto ghg ! e Nuc(q) = H. Portanto H é normal em G. E 
Exemplo 1.5.15. Podemos deduzir do Exemplo 1.3.9 que 
(a) A, 3 Sn, pois A, = Nuc(sgn) 


(b) SL(n.R) a GL(n,R) pois SL(n,R) = Nuc(det) 
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Teorema 1.5.11. Seja G um grupo e H 4 G. Define a aplicação m:G > 4 por 


n(g) = gH paratodo ge G. 


Então m é um homomorfismo sobrejetora e Nuc(m) = H. 





Demonstração. 


e 7 é um homomorfismo pois 


r(xy) = xyH = (xH)(yH) = m(x)r(y) 


e ré sobrejetora diretamente pela definição de G/H pois cada elemento de G/H tem a forma 


sgH = n(g) para todo g e G. 


e Nuc(m)=(xeG: m(x) =ecHi=(xeG: xH=eçH)=H 


1.5.6 Teoremas de Isomorfismos 


Teorema 1.5.12. [Primeiro Teorema de Isomorfismo] Sejam q : G > G' um homomorfismo 


de grupos. Então 


Cuctg) = Im(qp) 





Demonstração. Seja N = Nuc(q). Defina o homomorfismo q : CN > Im(y) por 


P(Na) = (a). 
e Vamos provar primeiramente que é bem-definida, ou seja, precisamos verifique que se 


a” e Na, então qp(Na) = q(Na”) 
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Mas, observe que a e Na > q' = na para algum n E N. Portanto 


P(Na”) = (a) = (na) = p(n)p(a) = e" - 


e Vamos provar agora que q é um homomorfismo: 


Considere Na, Na” E G/N. Então 


p(aN -a'N) = plaa'N) pela definição de multplicação de classes laterais 
= (a) pela definição de q 
= p(dp(a”) pois y é um homomorfismo 
= p(aN)p(a'N) pela definição de q 


Portanto q é um homomorfismo. 
e Vamos provar agora que Q é injetora, ou seja, basta provar que Nuc(p) = N. Para isto, 
observe que 


P(aN) =e e qp(a)= SaeNudp) SaENSaAN=N. 


Portanto Nuc(p) = N. 


e Finalmente precisamos ver que q é sobrejetora. De fato se (a) E Im(q), então (a) tem a 


preimagem aN. 


Exemplo 1.5.16. 
(a) Seja p : Z > Za, à 5 [a], (redução modulo n). 
e qy é um homomorfismo 


e py é sobrejetora, pois sea e Z, = (0,1,:--n — 1) então q(a) = a. Portanto Im(q) = Zn. 


e Nu(f)=lneZ:qp(a)=[a]h=inanaeZ)=nZ 


Portanto pelo 1º Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12) 


Z -Z As 
7 = “Nuc( = Zn 


P) 
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(b) Vimos no Exemplo 1.3.9 quesgn: S, > (-1,1) 


e é um homomorfismo com 
e Nuc(sgn) = A, 


e Além disto sgn é sobrejetora 


Portanto pelo 1º Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12) 
Sm, = (-1,1) 


(c) Vimos no Exemplo 1.3.9 que det: GL(n,R) > Rº 


e é um homomorfismo com 


e Nuc(p) = SL(n,R) 


Teorema 1.5.13 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sejam H e K subgrupos de G. Se K é 


um subgrupo normal, então 
e HK é subgrupo de G, 
e HNKésubgrupo normal de H, 


eq:Hs Hk,, definido por q(x) = xK é um homomorfismo sobrejetivo de núcleo H N K 


portanto, 4 nk & Hk 


Teorema 1.5.14 (Terceiro Teorema de Isomorfismo). Se H € K são subgrupos normais de G 
então Kg é subgrupo normal de 4 ea função q : 4 = x definida por q(xH) = xK é um 


homomorfismo de grupos com núcleo Ki, portanto 


(4) 34) = Se 





1.5.7 Classificação do grupo quociente 


Problema: Dado o grupo quociente Sy queremos determinar um grupo G' isomorfo a Gy. 
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Alguns resultados simples 


(1) Ye) é isomorfo a G. 

(2) Ee é isomorfo a (e). 

(3) Se G é cíclico então 4 é também cíclico. 

(4) SeG = Gy x G», então e) x 65) é isomorfo a G1. 

(5)SeG=G/xG,, HaGieH<a Gs, então Es x H5) é isomorfo a Cy x 341: 


Exemplo 1.5.17. Classifique o grupo quociente 


(21x 26) [(c2> x <35>) 


Solução. Usando o fato que 
G a & G 
AH x Ho) E HH, 


temos que 


2 x20 (<o> x<3>) 22/00, X2Y035 =D XD 


Método mais geral 


Se 4 é um grupo finito, podemos usar a classificação de grupos finito para classificar Gy. 


Por exemplo: 
(1) Se 4 =p, pprimo, então Gg é isomorfo a Zp. 


(2) Se Sal =4,então 4 é isomorfo a Za ou Zo x Z». A primeiro tem elemento de ordem 4 enquanto 


a segunda não tem. 
(3) Se Sl =2p, pprimo, então Gy é isomorfo a Zop ou Do. 
(4) Se 4 é abeliano e Si =8,então 4 é isomorfo a Ze, Za x Zo ou Z> x Zo x Zo. 


Exemplo 1.5.18. Seja G= Uy = tneZ,1<n<30, mdc(n,30) = 1) eH = (1,11). Quais dos 


conjuntos Za, ou Z> x Z» é isomorfo a Gr 


MATB9S8 - Álgebra II 


131 


Solução. A ordem de Uso é q(30) = p(2) - (3) - (5) = 8. Portanto 4 é abeliano de ordem 8/2 = 4. 
Para determinar quais dos conjuntos Z4 ou Zo x Z» é isomorfo a 4 usamos a propriedade que Za 
possui um elemento de ordem 4, mas Z> x Z> não tem elemento de ordem 4. 

Portanto vamos calcular as ordens dos elementos de Gg = (H, 7H, 13H, 19H). À ordem de um 


elemento aH e 4 é o menor inteiro positivo n tal que a" e H. 
e ord(7H) = 4 pois 
- 72 =49 =3919 
-7"*=391922=361=091€H 
e ord(13H) = 4 pois 
— 13? = 169 =30 19 
- 132=3019=361=91€H 
e ord(19H) = 2 pois 
- 192 =361 =31€H 


Portanto G/H possui um elemento de ordem 4. Logo G/H é isomorfo a Za. 


Observação: As ordens dos elementos de Zy são ord(1l) =4, ord(2) =2 e ord(3) = 4. E podemos 


definir o isomorfismo Gg > Za por 
ELO, ZE, ASH +93, 19H52, 


Exemplo 1.5.19. Seja G= U» = ne Z, 1<n<32, mdc(n,32) = 1) eH = (1,31). Quais dos 


conjuntos Zs, Z4 x Zo, ou Z> X Z, x Z» é isomorfo a Gp 


Solução. A ordem de Us é (32) = p(2?) = 2º = 16. Portanto G/H é abeliano de ordem 16/2 = 8. 
Para determinar quais dos conjuntos Zs, Z4xZp ou ZoxZ,xZ» é isomorfo a Gg usamos a propriedade 
que Zg possui um elemento de ordem 8, Za x Zo possui um elemento de ordem 4 mas nenhum elemento 
de ordem 8e Zo x Z> x Zo» possui elementos somente de ordens menores ou iguais a 2. 

Para determinar quais dos conjuntos Z4 ou Z> x Z» é isomorfo a Gg usamos a propriedade que Za 
possui um elemento de ordem 4, mas Z, x Zo não tem elemento de ordem 4. 

Portanto vamos calcular as ordens dos elementos de 4 =(H,3H, 5H, 7H, 9H, 11H, 13H, 15H). 


A ordem de um elemento aH E gy é o menor inteiro positivo n tal que a" e H. 


Joseph Nee Anyah Yartey 


132 


e ord(3H) = 8 pois 


= 3º =81 =32 17 


- 38 =»17 =289=»1€EH 
e ord(5H) = 8 pois 


- 5" =625=32 17 


- =017=289=p1€eH 
e ord(7H) = 4 pois 


-72=49=3 17 


- 7 =9172=289=»1€eH 


ord(9H) = 4 pois 
- 92=81=32 17 
- 9 =»172=289=»1eH 
e ord(11H) = 8 pois 
- 112 =121=5»25 
— 11º =32 25? = 625 =» 17 
- 118 =»17=289=»1eH 
e ord(13H) = 8 pois 
- 132 = 169 =32 9 
- 132=9=81=3 17 


- 138 =» 172 =289=»1eH 


ord(15H) = 2 pois 
-152=225=»€e H 


Portanto 4 possui um elemento de ordem 8. Logo 4 é isomorfo a Zs. 


Observação: As ordens dos elementos de Zg são 


ord(1) =8, ord(2)=4, ord(3)=8, ord(4) =2, ord(5)=8, ord(6) =4 e ord(7) = 8. 
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E podemos definir o isomorfismo 4 > Ze por 
H60, 38H61, 5H63,7H62,9H66, UH67, 13H65, 15H64. 
Exemplo 1.5.20. Classifique o grupo quociente 
(Zu x Zo) [(< (2,3) >) 


Solução. 4 ordem de < (2,3) >em Za x Z6 62. Portanto (Za X Z6) he< (2,3) >) é abeliano de ordem 
24/2 = 12. 

Existe 2 grupos abeliano de ordem 12 (a menos de isomorfismo) que são Zo x Z, x Za e Za x Za. 

Para determinar quais dos conjuntos Z, x Zo x Z3 ou Za x Zg é isomorfo a (Za x Z6) le< (2,3) >)» 
usamos a propriedade que Za x Za possui um elemento de ordem 4, mas Z, x Z> x Zg não tem elemento 
de ordem 4. 

Considere o elemento (1,0)+ < (2,3) > em (Za x Zo l(< (2,3) >)- A ordem de (1,0)+ < (2,3) > é 


o menor inteiro positivo n tal que 
n(1,0) e< (2,3) >= ((0,0), (2,3). 
O menor inteiro positivo que satisfazer isto é 4. Portanto, a ordem de (1,0)+ < (2,3) >é4e 


(Za x Zo) |(< (2,3) >) E Za x Za. 


Método mais geral II 


Podemos classificar 4 pelo 1º Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12). Construímos um 
homomorfismo de grupos p : G > G' tal que o núcleo q é H. Determine a imagem de q e aplicar o 1º 


Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12). 
Exemplo 1.5.21. Classifique o grupo quociente (Z x Z) he< (1,1) >) 


Solução. Seja 


p:ZxZ> Z definida por p(a,b) =a —b. 


Verificamos que 
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e q) é um homomorfismo 


(ar, bi) + (a2,b2)) = ql +, by +bo) 
= (m+a)-(b +b) 

(a — by) + (a> — bo) 

Pla, bi) + (ao, ba) 


e Nuc(b) =< (1,1) > 


Nuc(d) = (abeZxZ:a-b=0) 


= (ag):neZ) 


<(1,1)> 
e In(d)=Z 
Paratodone Z, n=q(n,0) E Im(p) 


Então 1º Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12) 
2x2 h<(,1)>=Z 


Exemplo 1.5.22. Classifique o grupo quociente (Z x Z) / (e 0 E): 


Solução. O conjunto 


< (2,2) >= [(2,2), (4,4), (6,6), (8,8),:::) 


tem a propriedade que 


(a,be<Q2,2)>e-s a-b=0ea=0mod? 


Portanto definimos 


p:ZxZ> ZxZo por d(a,b) =(a-b, a mod 2). 


pP é um homomorfismo de grupos com núcleo < (2,2) > e Im(d) = Z x Zo. Então 1º Teorema de 


Isomorfismo (Teorema 1.5.12) 


(Zx2) f< (2,2) >) EZX Za. 
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1.5.8 Exercícios Resolvidos 


Exercício 1.5.1. Sejam H4Ge KG tais que HN K = (e), onde e é o elemento neutro de G. 


Prove que hk = kh, Vhe H, Vke K. 
Solução. Considere g =hkh!k!, heH e kekK. 


e g=hkht. k1. Portanto gek. 
—o— O — 
EK EX 


eg= ho -kWtk!. PortantogeH. 
—oQ— 1 —— 


1 ! 
eH eH. 
Logoge HNK MasHNK = el. Logo 
g=e=> hkr!k! =e=shk=kh, VheH, Vkek. 


Exercício 1.5.2. SeH4GeK<G, prove queHNKaIG. 


Solução. Sabemos já que H N K é um subgrupo de G. Logo vamos provar que H N K é normal em G. 


SejaxeHNK EntioxeHexekK. 

e Como H é normal em G temos que gxg ! E H para todo g e G 

e Na mesma forma como K é normal em G temos que gxg”! E K para todo g EG 
Logo gxg ! e HNK para todo g E G. Portanto H N K é normal em G. 
Exercício 1.5.3. Seja G um grupo, HsGeK< G. Mostre que HK < G. 


Solução. 


HK = (hk: heH, keK] 


Vamos provar que HK é um subgrupo de G. 


e c=e-ee HK. Portanto HK não é vazio e contém o elemento neutro. 
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e Sejaa, be HKentãoa =hk e b=hk, paraalgunsh, heH ek k ck 


Portanto 


ab 


hkmks 

hn! kk pois Klk=e 

h-kmkt. kk pois HaGekK<G 
Sa Nm 

E EK 


Ahoko onde ho = kk! e ko = kk 


hho + ko» 
Ne pu” Na q 


l J 
eH EK 


Logo ab E HK. Portanto HK é fechado em relação a operação em G 


e SejaacHK, a=hkparaalgumheHekeXK. Portanto 


Logo a”! e HK. 


—1 = (0/9 
= klp 
O CR e o pois Wo! =e 
En onde 1 =k 
= khhlW!. kl pois HaG 
Sa an> am 
J 


ae EK 


Portanto HK é um subgrupo de G. 


Exercício 1.5.4. Dar exemplo de dois subgrupos H e K do S3 tais que HK não é um subgrupo 


do Sa. 


Solução. Em Ss = (id, (123), (132), (12), (13), (23)), considere os subgrupos 


Então 


H=lid, (12) e K=[lid, (23) 


HK = (id, (23), (12), (123) e KH= id, (12), (23), (132) 
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Observe que nem HK e KH são subgrupos de S3 pois cada um tem ordem 4 que não divide |S3| = 6. 
Exercício 1.5.5. Seja G um grupo, Has GeK <«G. Mostre que HK 4 G. 


Solução. Seja g e Gex = HK. Então x = hk para algum h e Hek e K. Portanto 


gx" = g(ng” 
= sH(g'gkg! pois gig=e 
= (ghg!) (gkg”") pois He K são normais em G. 
Nidoç, pes É Vo pf 
eH ek 


Logo gxg”! E HK. Portanto HK é normal em G. 


1.5.9 Atividade 


1. Seja G um grupo. Prove que o centro de G, Z(G), é um subgrupo normal de G. 


2. Suponha que H é um subgrupo de G. Defina o normalizador de H em G por: 
N(H) = (ge G:gHg !=H). 


mostre 
(a) N(H) é um subgrupo de G e H é um subgrupo normal de N(H). 
(b) Se H é normal em um subgrupo K de G, então K é um subconjunto de N(H). 


(c) H é normal em G se e somente se N(H) = G. 
3. Se H é um subgrupo do grupo Ge K 4G, prove que HN Ka H. 
4. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Prove que se o índice, (G :H) = 2 então H 4 G. 
5. Determine todos os subgrupos normais de S4. 
6. Prove que se um grupo G de ordem 28 possui um subgrupo normal de ordem 4, então G é abeliano. 
7. Determine a ordem de Zo x Z4/ < (1,1) > 
8. Determine a ordem de (3,1) + < (0,2) >em Za x Zg/ < (0,2) > 


9. Determine o grupo quociente Z6/H, onde H = (0,3). Construa sua tabela. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Determine os elementos e a tabela da operação + do grupo quociente Zo4/ < 4> 


Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Suponha que H possui a seguinte propriedade: o 
produto de quaisquer duas classes laterais à direita de H é também uma classe lateral à direita de 
H. Prove que Hg = 8H, Vg e H. 


Sugestão: Seg eGeg "eo seu inverso, considere o produto das classes Hg e Hg |. 


Suponha que G é um grupo e H < G. Mostre que se o índice de H em G, (G : H) = 2 então H aG. 


di 10 1 O 0 1 0 ii 
Sejamií=-lel= HE= are ado 
01 0 -i -1 0 1 0 


Seem Q = (1,-1,1,-L,, -J K —K) definimos como o operação o produto usual de matrizes, 





obtemos um grupo chamado Quatérnios 


(a) Construa a tabela da operação dos Quatérnios. 
(b) Prove que Q é não-abeliano e que se H é um subgrupo de Q, então Hg = gH, VYg E Q. 
(c) Seja H = (1,1). Construa a tabela do grupo quociente Q/H.H «a G? 


(d) Seja K = (1, 1,1, —1). Construa a tabela do grupo quociente Q/K.K a G? 


Seja G um grupo e seja G" o subgrupo de G gerado pelo seguinte conjunto: 
(aba lb 1: a beG) 


(chamado de subgrupo dos comutadores (ou derivado) de G ) 
(a) Mostre que G" é normal em G. 
(b) Mostre que G/G" é abeliano. 
(c) Seja N um subgrupo normal de G. Mostre que se G/N for abeliano, então G' CN. 


(d) Mostre que se H é um subgrupo de G tal que G' € H, então H é normal em G. 
Prove que se G é um grupo abeliano, então G/H é abeliano. 
Prove que se G é um grupo cíclico, então G/H é cíclico. 
Prove que se G/Z(G) é cíclico então G é abeliano 


Considere o grupo quociente Q/Z. Prove que, dado g E O, existe um inteiro positivo n tal que 


(g+2)" =7Z. 
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24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


2a 


30. 


De 
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Considere o produto direto Gy x G> dos grupos Gy e Gs. Sejam Hj «a Gy e Ho a Go. Mostre que 
HixH aGy,x Go. 


Seja G um grupo e H < G tais que |G| = 50 e |H]| = 25. Decida se H a G. Se fizer sentido falar no 


grupo quociente G/H, descreva seus elementos. 


Seja f:G — H um homomorfismo sobrejetora e N um subgrupo normal de G. Prove que f(N) é 


normal em H. 


ab 
Seja G = ,a,beRea>0p um subgrupo de GL(2, R). Prove que 
01 


a 
EG, A , bE IR é um subgrupo 
0 





| = a é um homomorfismo. Prove que N = 








0 
normal de G. 


Sejam G,K grupos e suponha que q : G — K é um homomorfismo com núcleo H e a um elemento 


fixo de G. Seja X = (x e G | p(x) = qp(a)). Mostre que X = Ha 
Mostre que Ze/H = Zs, onde H é o subgrupo (0,3). 
Sejam G=ZsxZseH =<(3,2) >,0 grupo cíclico gerado por (3,2). Mostre que G/H = Za. 
Use o primeiro teorema de isomorfismo para mostrar que Z30/ < 5 >= Zs 


(a) Mostre que f : 47. > Ze, dado por f(x) = 4x é um homomorfismo 
(b) Mostre que Im(f) = (0, 2, 4)e Nuc(f) = 122 
(c) Conclua que (0,2, 4 4Ze6, 122 44Z e 47/1272 = (0, 2, 4). 


(d) Mostre que Im(f) = Za. 


Sejam G=D,eH = tea, a2,9º). Descreva o homomorfismo projeção canônica f:G > G/H,e 


explicite Nuc(f) e Im(f). 


Identifique, via isomorfismo, os grupos abaixo: 


(a) (Z/152) /(32/152Z) (b) 37/1572 (e) (32. + 15Z2)/5Z 
Prove que (Zy x Z6)/ < (2,3) >= Zyp. 


Prove que (Z x Di) (mZ x Da) = Zm- 
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32. Classifique os seguintes grupos quocientes: 
(a) (ZxZ) he< (1,2) >); 


((ZxX2Zx 24) I(< (3,0,0) >): 


MATB9S8 - Álgebra II 


UNIDADE 2 


ANÉIS 


Aula 2.1 


Anéis 


Nesta aula vamos definir o conceito de anéil e identificar as propriedades que caracterizam um anel. 


Apresentar as estruturas algébricas de domínio de integridade e corpos. 


2.1.1 Definição de anel, exemplos e propriedades básicas 
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Notação: (R, +,-) denotará um anel R com as operações + e. 


Observação. Observe que a multiplicação não necessita ser comutativa, isto é, ab + ba para alguns 
a,b E R. Quando temos a -b = b-a para todo a,b E R, dizemos que R é um anel comutativo. Caso 


contrario R é não comutativa. 


Definição 2.1.2. Se existe um elementol ce R talquea-1=1-a=a para todoa E R, então 
chamamos 1 a unidade ou identidade do anel R. 
Quando um anel R possui o elemento identidade dizemos que R é um anel com unidade, ou 


simplesmente um anel com 1. 


Lema 2.1.1. Se R é um anel com 1, então 1 é única. 





Demonstração. Mesmo demonstração feito para grupos, isto é 


esa =: 


Notação (Subtração) Em qualquer anel R, para todo a E R escrevemos o inverso aditivo por (—a). Pela 


definição temos que a + (=a) = (-a) +a = 0. Para qualquer a,b E R denotamos a + (—b) por a — b. 


Exemplo 2.1.1. (Z,+,:) é um anel comutativo com unidade, onde + e : são a adição e a 


multiplicação usuais dos inteiros. 


Exemplo 2.1.2. O conjunto Z, = (0, 1, 2, -::, n— 1) com as operações +, (adição modulo n) 
e-n (multiplicação modulo n) é um anel comutativo com unidade. Este anel é chamado o anel 


dos inteiros módulo n. 


Exemplo 2.1.3. (Anéis de polinômios ). Sejam R = Z,QO,R ouC e seja R[x] denota todos os 


polinômios na variável x com coeficientes em R, ou seja, 


RIx] = (f(x) = ao +mx+::c+anx" a; e R). 
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R[x] muindo com a multiplicação e adição usuais, isto é, se 
fl)=a+ax+---+anx” e go)=bo+bx+--+byx” E Rh] 


então 


Fl) + g(x) = (ao + bo) +(m +bi)x +---+ (ax + byxt, onde k = maxfn,m) 


fo go) =cotcax+:+caumx”, onde ci=ajbo+apaby ++: +aogb; 
é um anel comutativo e sua unidade é f(x) = 1. 


Exemplo 2.1.4. (Matrizes). O conjunto M>x>(F) das matrizes 2 x 2 com entradas em F, onde 


F=Z,0O,R,ouCl com a soma e produto usuais de matrizes, é um anel não comutativo com 


0 
unidade | = 
01 


Exemplo 2.1.5. O conjunto dos inteiros pares 2Z, com a soma e produto usuais é um anel 


comutativo sem unidade. 


Exemplo 2.1.6. (Anéis de funções). Se X é um conjunto não vazio, então o conjunto 
R=(f:X>R,;f é continua) 
muindo com a soma e multiplicação usuais de funções, isto é 
(+ DM) = fl)+g(x) e (f-2) = f(x)g(x) para todo xe X 


então R é um anel comutativo com unidade f(x) = 1. 


Exemplo 2.1.7. (Anel dos Inteiros de Gauss). O conjunto Z|V-1] = la+bV-1, a, be Z) com 
operações 


(mn +bi N-=1)+(a2 +b>N-1) = (a, +42) + (by + bo) V-1 
(m +by V-1): (ao + bo N-1) = (asa — bybo) + (bo + asby) V-1 


é um anel comutativo com unidade 1 chamado de anel dos inteiros de Gauss. 
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Em geral se d E Z não é um quadrado então 
ZIiVd]=(a+bNd |a, be Z) 
é um anel comutativo com unidade, com operações 
(m+nVd)- (a+bNd) = (m-)+(n-bNd 


(m+n Via + bNd) = (ma + nbd) + (mb + na) Vá 


Além disto, sem+nVd=m' +n' dentiom=m en=n'. 


Lema 2.1.2. (Alguns propriedades básicas de anéis). Seja R um anel. Então 


(a) a0 = O = 0a para todo a E R. 
(b) (=a)b = —(ab) = a(—b) para todo a,b ER. 


(c) (-a)(—b) = ab para todo a, b e R. Em particular, se R é um anel com 1, então 


(IX-D=1e 


(-1)a =-a paratodo a ER. 


(d)Sea,b,ceR,entãioa(b-c)=ab-ac e (b-ca=ba-ca. 





Demonstração. Para todoa,b E R; 


(a) a0 +0 = a0 = a(0 + 0) = 40 +40, e portanto pela lei do cancelamento do grupo aditivo (R, +), 


concluímos que O = a0. Analogamente podemos provar que O = 0a. 
(b) (=a)b + ab = (-a + a)b = Ob = 0, portanto (-a)b = —(ab). Analogamente a(—b) = —ab. 


(c) (-a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab, sendo que na última igualdade usamos o fato se tomar 


a inversa de um elemento duas vezes obtemos o elemento. 


(Da(b-c):=a(b+(-c) =ab+ a(-=c) = ab + (-ac) = ab — ac. 
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2.1.2 Subanéis e Ideais 


Vamos define o conceito de um subanel da forma semelhante ao conceito de um subgrupo. 


Definição 2.1.3. (Subanel). Um subconjunto não vazio S de um anel R é dito ser um subanel 


de R se, com as operações induzidas pelas operações de R (restrições), S é um anel. 


Lema 2.1.3. (Teste para Subanel). 


Um subconjunto S + O de um anel R é um subanel de R se, e somente se valem as seguinte afirmações: 


(i)ParatodoabeS >a-b=a+(-b)es 


(ii) Paratodoa,beS > abesS. 





Demonstração. Exercício 


a 
Exemplo 2.1.8. Mostre que o conjunto D; = (5 a éinteiroek e (1,2,3 


k” 
(O, ps): 


Solução. Tomando a = 0 => 0 e Dy. Portanto Dz = O. 


. mM = 2 
e Sejam x = av a E D; 
Suponhamos, sem perda de generalidade, que ky < k>. Temos 


kaka — 

q dq m7 az 
)Dr-y=D- =D eD; 
gh Dko Dko 

s q az ma, 
Dxy=—.—. = —— € 
(ii) y Dk ko Dk +ko 


Resulta de (i) e (ii) que Dy é subanel de O. 
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Observação. Note que num anel comutativa, os ideais à direta e à esquerda são iguais. 


O próximo teorema caracteriza um ideal. 


Teorema 2.1.4. Sejam R um anel e 1 + O um subconjunto de R. I é um ideal de R se, e somente se 


para todoa,bele re R, temos: 
(Da-bel 


(iba-reler-ael. 





Demonstração. Segue diretamente da definição do ideal e do Lema 2.1.3 (Teste para Subanel) 
Exemplo 2.1.9. 
(a) Dado um anel R, então R e (0) são sempre ideais de R, chamados ideais triviais. 


(b) Para qualquer inteiro positivon, nZ = (0, +n, +2n, +3n,:::) é um ideal de Z. 





Observação. Um ideal (subanel)Ic R tal que I + R é chamado de ideal (subanel) próprio. 
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Proposição 2.1.5. Suponha que R é um anel com 1 eTéum ideal de R. Sel e Tentãol=R. 





Demonstração. Temos que 1 c R. Falta provar que R c 1. Seja r qualquer elemento de R, então 


r=r:1=1-reET. PortantoRcI logoR =T. E 


Exemplo 2.1.10. Seja T = 





abeRicMo(R) 
0 a 


(a) Prove que T é um subanel de M>(R). 
0 b 

(b) Mostre que I = | b e R+ é um ideal de T. 
0 0 





Solução. 


ab cd 
(a) Sejam ; E T. Então 
0 a 0 c 


a b cd a+c b+d 
o + = eT 
0 a 0 c 0 a+c 
a b cd ac ad + be 
e . = eT 
0 a 0 c 0 ac 
Então T é um subanel de M>(R) 


O c 0d 
(b) Seja ; Ele 
00 00 


ab 
0 a 





| E T. Então 
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Portanto I é um ideal de T. 


Teorema 2.1.6. (Ideais de Ze Z,). Seja R = Z ou Zn para algum m e Z.. Então 


os subgrupos de (R, +) = os subaneis de R = os ideais de R. 


Além disto, todo ideal de R é principal. 





Demonstração. 


e SeR=Z,então<m>=mZcZéo principal ideal gerado por m. Como cada subanéis, 
S c Z é também um subgrupo e todos os subgrupos de Z são da forma mZ para algum 
m E Z, (Corolário 2 de Aula 1) seguir que todos os subgrupos de (Z, +) são de fato os 


ideais principais. 


Joseph Nee Anyah Yartey 


150 


e Suponha agora que R = Z,. Então para qualquer m € Z,, 
<m>=([km:keZ)=mZ, (x) 


é o ideal principal em Z, gerado por m. 
Reciprocamente se S c Z, é um subanel então em particular S é um subgrupo de Z,. 
De Corolário 3 de Aula 1 sabemos que S =< m >=< mdc(n,m) > para algum m E Za. 


Portanto todo subgrupo de (Z,, +) é um ideal principal como em Eq. (x) 


Exemplo 2.1.11. Determine os ideais do anel Z4,. 


Solução. Como Za> é comutativa, não há diferença entre ideais à esquerda e à direta. Os ideais de Za» 


são: 
e 1 =t0) 
elb=<1>=<5>=<7>=<11 >= 242 
e =<2>=< 10 >= (0,2,4,6,8,10) 
e l4=<3>=<9>=[0,3,6,9] 
el;=<4>=<8>=[0,4,8) 
e I6=<6>=[0,6,) 


2.1.3 Unidades de um anel 


Os elementos não nulos de um anel com unidade não necessitam ter inversos multiplicativos (isto é, 
y inverso multiplicativo de x se e somente se xy = yx = 1). Os elementos de um anel R que possuem 


inverso multiplicativo são chamados de invertíveis de R ou unidades de R. 


Definição 2.1.8. Seja R um anel com unidade. Uma unidade do anel é um elemento a E R tal 
que existe um elemento b € R com ab = ba = 1. Este elemento será denotado pora”!. 


Usaremos a notação U(R) = (x e R; x é uma unidade de R) para denotar as unidades de R. 
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Lema 2.1.7. Seja R é um anel com 1. Se um elemento a E R tem inverso multiplicativo b, então b 


é único, e escrevemos b = Ro 





Demonstração. Mesmo demonstração feito para grupos, isto é se Db, b' são inversos multiplicativos 
de a, então 


b=b-1=bab)=(bab=1-b=b 


Proposição 2.1.8. O conjunto U(R) muindo com a operação de multiplicação em R é um grupo, 


chamado de o grupo das unidades de R. 





Demonstração. 


e IU(R) é fechado em relação ao multiplicação em R : 


sejaa,b e U(R) e a !, b”! seus inversos multiplicativos respectivamente em R. Então 


(ab(b la!) = a(bo Da! 
= ala! 
= aq 


= 1 
Analogamente (b !a!)(ab) = 1. e portanto bla”! é o inverso multiplicativo de ab e por- 
tanto ab e U(R). 
e U(R) possui elemento neutro para a multiplicação pois 1 e U(R). 


e Cada elemento de U(R) possui inverso: 
seja a E U(R) e a! seuinversoemR.Entãoaa ! =1ea la =1.Portantoa”! e U(R). 


Portanto U(R) é um grupo. 
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Exemplo 2.1.12. 
(a) Em Z, as unidades são 1 e —1. Logo U(Z) = (-1,1). 
(b) Em M>(R), as unidades são os elementos de GL(2, R), isto é 


U(M>(R)) = GL(2,R) = [A € Ma(R): det(A) £ 0) 


(c) Em RR, as unidades são os elementos em Rº := R1[0), ou seja U(R) = R*. 


(d) Em Zn, m > 2, temos que U(Z,,) = Ulm) = (a e Zm; mdc(a,m) = 1) 


Demonstração. Se a e U(Z,,), então existe r e Z,n tal que 
l=r-a=ramodm 


ou seja existe t c Z tal que ra — 1 = tm. Como 1 = ra — tm seguir que mdc(a,n) = 1, ou seja 
a e Ulm). 

Reciprocamente, se a e U(m) & mdc(a,m) = 1 que implica que existem s,t e Z tal que 
sa + tm = 1. Tomando mod m deste equação e fazendo b := s mod m e Z, temos que 


b-a=1emZ,,ousejaa € U(Z,). E 


(e) Em Zi], temos que U(Z[:]) = (1,-1,1, -i). De fato suponha que a + bi e U(Z[i]) é uma 
unidade, então 


(a +bi)(c+di) = 1 para alguns cde Z. 


Então (a — bi)(c — di) = 1. Portanto 


(a+bilc+dia-bilc-di) = 1 


> (++) = 1 
Portantoa? +b? =1, logoa+bie(1,-1,1,-1). 


(£) Em Z[Nd], d <-1, então U(Z[ Nd]) = (+1) 


MATB9S8 - Álgebra II 


2.1.4 Divisores de zero e Domínios de Integridade 





Observação. Se0=1,entiox=x-1=x-0=0. Portanto se0 = 1 então R = (0). 


Exemplo 2.1.13. Os anéis Z,O,R,C,ZI Va] não tem divisores de zero e portanto são domínios 


de integridade. Neste sistemas sabemos que 
ab=0> oua=00ub=0. 


Exemplo 2.1.14. O anel Z6 não um domínio de integridade. Por exemplo, 2-3 = O com 


+03, portanto ambos 2 e 3 são divisores de zero. 


Lema 2.1.9. O anel Z,, é um domínio de integridade se e somente se m é primo. 





Demonstração. Suponha que m é primo. Sabemos que U(Z,,) = U(m) = Zn M0). Portanto se 


abeZmncoma *0eab = Oentãob = alab = ao = 0. Portanto Z, é um domínio de 
integridade. 
Agora suponha que m não é primo, ou seja, m =a-b coma,b e Z, 0), então ab = O mod m, 


logo a e b são divisores de zero, portanto Z,, não é domínio de integridade. E 
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Proposição 2.1.10. Se R é um domínio de integridade, então R[x] também é. 





Demonstração. Seja f,g E R[x] dois polinômios não nulos. Então f(x) = ax” +:--+ax+ag e 


g(x) = byx” +---+ bjx + bo E RIx] coma, + O + by e portanto, 


FO) = anbmx""” + ---agbo £ 0 pois anbm * 0. 


Proposição 2.1.11. (Cancelamento). Se R é um domínio de integridade e ab = ac, coma £ O 


então b = c. 


Reciprocamente se R é um anel comutativa com 1 satisfazendo a a propriedade de cancelamento então 


R não possui divisores de xeros e portanto R é um domínio de integridade. 





Demonstração. Se ab = ac, então a(b—c) = 0. Portanto coma + 0 e R é um domínio de integridade, 
entãob -c=0,ousejab=c. 
Reciprocamente, suponha que R satisfaz a lei do cancelamento e ab = 0. Sea + O,entãoab = a -0 


e pela lei do cancelamento b = 0. Mostrando que R não possui divisores de zero. E 


Exemplo 2.1.15. O anel M>(R) possui muitos divisores de zero. Por exemplo 


0 a 0 b 0 0 
O 0/0 0 0 0 


Portanto, em M>(IR) não podemos concluir que B = O se AB = O com À £0, ou seja não vale a lei do 


cancelamento. 
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2.1.5 Corpos 


Definição 2.1.11. (Corpos). Um anel R é chamado um corpo, se 
(a) R é comutativa, 
(b) R possui o elemento identidade 1, 


(c) Todo os elementos não nulo de R são unidades, isto é VaeR, dbeR: ab=ba=1. 


Exemplo 2.1.16. 


()O, R €, Zoo, Z3 são corpos. Z não é um corpo pois por exemplo 2 + O tem não inverso 


multiplicativo. 
(b) ZI Va] não é um corpo, pois : é ZI Val. 
(c) O[ Va] =[x+ yNd |x,y € O) é um corpo. De fato, sex + 0,y + O temos que 


1 o x- yNd 
x+yNd E (x y Vi + yNd) 
ao 
2-yd 


Note x? — yd + O pois d não é quadrado de um racional. 


Proposição 2.1.12. Seja R um anel comutativo com 1. Então R é simples se e somente se R é um 


corpo. 





Demonstração. (=:) Suponha que R é simples e comutativoeseja0 + a e R.Então Ra = tra] re R) 
um ideal de R. Como Ra + O (pois a c Ra) e R é simples, Ra = R. Portanto 1 E Ra, logo existe 
algum elemento r E R tal que 7a = 1, ou seja, a é inversível em R. Portanto todo elemento 
diferente de zero em R é inversível. Logo R é um corpo. 

(<:) Suponha que R é um corpo. Seja 1 £ O um ideal de R. Se 0 £ r E T, então r é um unidade 


(pois R é um corpo). Portantor =r-1 €I, YrER. Portanto R = I. E 
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Lema 2.1.13. (Corpos são domínios). Todo corpo R é um domínio de integridade. 





Demonstração. Basta provar que não existe divisores de zero. Suponha que ab = 0, a £0,b + 0. 


1 


Então a * existe, e 


0=a!0o=alab=b 


Contradição. E 


Lema 2.1.14. Todo domínio de integridade finito R é um corpo. 





Demonstração. Basta provar que todo elemento não nulo é inversível. Seja R = [r1,:-- ,rn) (todos 
distintos) um domínio de integridade. Tomar r E R, r + O qualquer. Considere [Irry,rr>,-** ,rra). 
Se para algum i e j temos que rr; = rr; então r; = r; pela lei do cancelamento. 


Portanto (rry, rr>,:- , rr é um conjunto den elementos distintos de R. Como R temn elementos, 
Pri cabe RE ita ta: 


Portanto qualquer r; pode ser escrito como rr; para algum j. Em particular, 1 = rr; para algum 


), portanto r; = fds E 


Corolário 8. O anel Z,, é um corpo se e somente se m é prime. 





Demonstração. 


(=) Se m não é primo sabemos do Lema 2.1.9 que Z,, não é um domínio de integridade, 


portanto não é um corpo. 


(=) Se m é primo, então Z,, é um domínio de integridade finito, portanto é um corpo pela 
Lema 2.1.14. 


Observação. Quando p é primo, denotamos Z, por FF, para indicar que estamos olhando Z, como um 


corpo. 
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Proposição 2.1.15. Seja R um corpo. Então as únicas ideais de R são triviais, ou seja, as únicas 


ideais são (Oh e R. 





Demonstração. Suponha que 1 c R é um ideal tal que 1 = (0). Então existe x E 1,x + 0. Como R 
é um corpo, x! E R. Mas I é um ideal, portanto 1 = x lx e I. Portanto pelo Proposição 2.1.5 


temos que 1 =R. E 


2.1.6 Caraterística de um anel 


Notação. Sejam que Rum anelea e R. Então para cada n E Z definimos 


n vezes 
pia Si 
a+a+-..+a sen>1 
na:=+ 0 sen=0 
In] Vezes 
preta arara, 


—“(a+a+---+a)=I|n)-(—a) sen <-1 


Sen E IN definimos 


n fatores 


(Aqui a” = 1) Sea é uma unidade, então a” é definida por todo n € Z. Paran E Z”, definimos 


Inl fatores 


Lema 2.1.16. Sejam Rum anelea,b E R. Então para todo m e Z temos 


(ma)b = m(ab) = a(mb) 





Demonstração. Exercício n 
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Corolário 9. Sejam Rumanelea,b e R. Então para todo m,n E Z temos 


(ma)(nb) = (mn)(ab) 





Demonstração. Usando o lema anterior temos 


(ma)(nb) = m(a(nb)) = m(n(ab)) = (mn)(ab). 


Definição 2.1.12. (Característica de um anel). Seja R um anel com 1 E R. Definimos a 
característica de R, denotado por car(R), como sendo a ordem do elemento 1 no grupo (R, +). 
Portanto car(R) é o menor inteiro em Z., tal quen - 1 = 0. Caso não existe taln e Z, dizemos 


que car(R) é igual 0. 


Lema 2.1.17. Seja R um anel com 1 ecar(R) =n > 1. Então nx = O para todo x E R. 





Demonstração. Para qualquer x e R, nx = n(1x) = (nl)x = 0x = 0. E 


Lema 2.1.18. Seja R um domínio de integridade. Então car(R) = 0 ou car(R) é primo. 





Demonstração. Suponha que n = car(R) não é primo, ousejan =pqcoml<p<nel<g<n. 


Então 


(Ng) = (PO -D=(pg)t=n1=0 


Como p1 + 0 e q1 + O concluímos que ambos p1 e q1 são divisores de zero contradizendo o fato 


que R é um domínio de integridade. E 
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Corolário 10. Todo corpo tem característica zero ou primo. Em particular, todo corpo finito tem 


característica primo. 





Exemplo 2.1.17. Os anéis O, R, Cc, O[V4)], Z lx], Olx], R[x] tem caraterística 0. 


Para cadam e Z,, Zm e Z[m] são anéis com caraterística m. 


2.1.7 Exercícios Resolvidos 


Exercício 2.1.1. Verifique se os seguintes conjuntos com as operações indicadas são anéis. Dos 
anéis, decida se é anel com unidade e se tem divisores de zero. Algum deles é corpo? Algum 


deles é anel de integridade? 


(a) (Moo(R), +, ), onde M>x>(RR) é o conjunto das matrizes quadradas 2 x2 de números reais, 


+ e - as operações de adição e multiplicação usuais de matrizes respectivamente. 


(b) (Z xZ, €, o), em que as operações & e O são definidas por 
(a be(cd)=(a+c b+d) (a,b) O (c,d) = (a.c, b.d) 


coma, b, c de Ze+ e - as operações de adição e multiplicação usuais em Z. 


(c) (PO, A, ny, onde P(X) é o conjunto das partes de um conjunto não vazio X e AAB = 
(AUB)-(ANB), VABEP(X) 


(d) (R, B, o), em que as operações & e O são definidas por 
aBb=a+b+1 aOb=a+b+a-b 


coma, b, c de Re+ e - as operações de adição e multiplicação usuais em R. 


(e) (ZIV-2], +, ), onde Z[ V=2] =(a+ bN-2; abeZ)e+ e - as operações de adição e 


multiplicação usuais em Z. 


Solução. 
(a) (Mae (R), +, *): 


. (Moxo(R), +, ') é um anel pois 
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(AT): 
ab q b a” b” a+a” b+b a” b” 
+ + = + 
c d c' d' Cc” d” Cc” d” 
(a+a)+a” (b+b)+b” | a+(a'+a) b+(b'+b”) 


(c+c)+c” (d+d)+d” c+(c+c”) d+(d'+d”) 


aq +a”" b'+b” a b q b a” bb” 
= + + 
c+c" d4d” cd cd cd 


aq +a b'+b q b 
= + 
c+c d'+d cd 








c+cl d+4d 

















q b E a+a” b+b = 
cd c+c d+d' 








(A3): 


0 0 ab 
O elemento neutro da adição é a matriz , pois e 
0 0 cd 





(A4): 


ur jab a) E =D 
O simétrico da matriz é a matriz , pois 
d 


-c —d 
ab -a —b 0 0 
+ . 
cd -c —d 0 0 


a” bb” aq + bc” ab! +bd' a” b” 
cd” ca” +de cb'+dd' cd” 


aa” + beca” + (ab" + bd” aa” + be)b””) + (ab” + bdd” 








) 
E (ca” + de” a + (cb" + ddc”. (ca + deb” + cb! + dd9d” 
a(a'a"”) + b(c'a'”) + a(b'c”) + b(d'c'””) a(a'b' + b(c'b”) + a(b'd”) + b(d'd””) 
c(a'a””) + d(c'a”) + c(b'c”) + d(d'c'”) c(a'b”) + d(c'b') + c(b'd') + d(d'd””) 


a(a'a” + b'c')+b(c'a” + d'c') a(a'b” +b'd')+ b(c'b”" + d'd””) 
) 


c(a'a” + b'c') + d(c'a” + dc”) cab” + b'd')+ dlc'b” + d'd”) 
va" +be” ab" +b'd” ab a b a” b” 
ca"+de” cb'+d'd” cd cd cd” 
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(A6): 


a b a! b' a” b” 
+ 
d c' d' Cc” d” 


a(a” +a)+b(c' +c') a(b +b'D+b(d' + d”) | 


aq +a” b'4+b” | 


c++ d+d” 





ab 
cd 








E 
| ca” +a) + d(c +c) db +b)+ d(d' + d”) 
aa” + aa” + be” + be” ab +ab” + bd' + bd” 
| ca” + ca” + de' + de” cb + cb” + dd' + dd” | 
aq" + bc” ab" + bd aa” + bc” ab” + bd” 
| ca” + de” cb + dd E ca” + de”. cb” + dd” | 
É HD ] Sn 1! 
= : E ; 
cd cd cd Co ge 


A outra lei distributiva (A7) é mostrada de forma análoga. 





o (Moo(R), +, ') é um anel não comutativo, pois por exemplo 





II 
II 
"S 
8 
3 
8 
+ 
Q 
SR 
S 
m 
E 
X 
NO 
RA, 
De” 


(Moxo(R ) não é um domínio de integridade pois possui divisores de zero, por exemplo 


E | ola ES 


2 
logo é um divisor de zero. 
2 





252. 
o (Moxa(R), +, ') não é um corpo, pois | o | não possui elemento inverso multiplicativo. 
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(b) (ZxZ, g, o): 


o (Z x Z, O, o) é um anel pois 
(AT): 
((a,0) 0 (c,a))o (e, 9) =(a+cb+do(ef)= (a +o)+e(b+d) +) - 
=(a+(c+0, b+( (d+ f))= (a,b)+(c+ed+ f)= 
sun (cc, DENSO 1). 
(AZ): 
(abe(cd)=(a+cb+d)=(c+rad+b)=(cd)e (ab). 
(AB): 
O elemento neutro da adição é o par (0,0), pois (a, b) & (0,0) = (a, b). 
(Ad) 
O simétrico do elemento (a,b) é o par (a, —b), pois 


(a,b) & (-a, -b) = (a Ea (-b) = (0,0) 


(AS): 
(0,6) Ed (e,f) = (ac, bia) o (e, ) = ((a-0) e, (b-d)-f)= 
E dP)= (a o(c-e, d'f)= 
= (a,b) 0 a 

(A6): 


(ab o((cao(ef)=(abo(+e, d+ P)=(a(c+e), bd + f))= 
=(a-ctace, bd+bffe(aob do(a e, bf) = 


= (0,00 (e) 8 (0,5) 00,9) 


A outra lei distributiva é mostrada de forma análoga. 


o (Z xZ, €, o) é um anel comutativo, pois 


(abo(cd)=(acbd)=(ca db =(cdjo(a,b) para todo (a,b), (cd) e ZxZ. 


o (Z x Z, 6, 0) é um anel com unidade (1, 1), pois 
(a, bDo(LD=(a-1,b-1)=(a,b) para todo (a,b), (cd) e ZxZ. 
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o (Z xZ, O, 0) é um domínio de integridade, pois não possui divisores de zero. De fato, 


(a, bDo(cd)=(0,0)S (a,b) = (0,0) ou (c,d) = (0,0). 


o (Z x Z, 6, o) não é um corpo, pois (2,2) não possui um inverso multiplicativo. 


(c) (PO, A, n) 


º (PO), A, n) é um anel pois 


(AZ): 
ANB=(AUB)-(ANB)=(BUA)-(BNA) = BAA 


pois Ne U são operações comutativos. 


(AT): 
Para provar a lei da associatividade, vamos usar os seguintes fatos: 


- Se A, B são conjuntos e X o conjunto universo. Então A-B=ANB. 








— Leis de Morgan: (AN B) =AUB e (AU B) =ANB 


— Portanto, podemos reescrever ANB = (AN BJU(BNA) 
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AN(BAC) 








AnfenDucnB)|u 





[sn BucaB)nã 














(8 0Dna)u(icomna) 





An(Buc)n(CuB) (in Bna)uficnmna] 





Il 
> 
> 


(EnCuB)u(enCuB)ubnToa)upnzaz) 





An(BNSJUBNBjU(CNDU(CnB)pBnTnAUCNBNA) 
= An(BnQUMUgU(CAB)|UBNCnA)UENBNA) 


= AnfBnQuU(CnB]U(BnCnAjuU(CNBNA) 


= (AnBnC)u(ANnCAB)U(BNCNA)U(CNBNA) 


Agora usando o fato que A é comutativa (Al) e se trocamos conjuntos na expressão 


original AN(BAC) no seguinte maneira: A o C; Be 4; Ce B temos que 


(ANB)AC 


CA(AAB) por Al 


= (CnAnB)u(cnBnA)ju(ANBnC)U(BNAnC) 
Agora com Ne U são comutativos temos, 


(AABJaC = (ANBNC)U(ANCAB)U(BNCNA)U(CNBNA) 


(CnAnB)u(cnBnAju(ANBnCU(BNAnC) 


CA(AAB) 


(AB): 


O elemento neutro da adição é o conjunto 0, pois ANO = A. 


(A4): 


O simétrico do elemento A é o conjunto A pois ANA = À 


(A5): 


MATB9S8 - Álgebra II 


165 


(ANBJAC=AN (BACO). 
(A6): 

An(Ba)=An((B-Qu(c-B))=(An(B-O)u(An(c-8)) = 

=((AnB)-(ANO)U((ANO-(AnB)) = 

=“(ANBMANO). 


A outra lei distributiva é mostrada de forma análoga. 
º (P(X), A, n) é um anel comutativo, pois ANB = BN A para todo A Be P. 
o (P(X), PA n) é um anel com unidade X, pois ANX=4A. 


º (PO, A, n) não é um domínio de integridade, pois possui divisores de zero. Por exemplo 


ANA=ANA=Q. 


º (PO, A n) não é um corpo pois, se A e B são subconjuntos de X não temos em geral que 


ANB=X. 
(d) (R, g, o) : 


º (R, €, O) éum anel pois 
(A1) 
(aob)oc=a+b+1ec=(a+b+)+c+1=a+(b+c+D+1=a0 (99 
(AZ) 
aBb=a+b+1l=b+a+l=bga. 
(A3) 
O elemento neutro da adição é (-1), posa e (-1) =a+(-D+1=a-1+1 =a. 
(A4) 
O simétrico do elemento a é (—2 — a), pois 
ae(-2-a)=a+(-2-a)+1=a-2-a+1=-1 


(AS) 
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[nob)oc=(a+b+a-boc=(a+b+a-b)tc-(atb+a-b)-c= 
=a+b+a-b+c+a-c+b:cra-b.c=a+(b+c+bo)+(a-b+a-cta-b-c) = 
=a+(brc+bo+a-(b+c+b-c)=ao(boc) 

(A6) 
ao(boc)=ao(b+c+D=a+(b+e++a-(b+c+1)= 
=a+b+c+1l+a-b+a-crta=(a+b+a-b+(a+c+a-co)+1= 


=(10b+(109)+1=(10b €(a 00). 


A outra lei distributiva é mostrada de forma análoga. 
º (R, 2, O) éum anel comutativo pois aOb = a+b+a-b = b+a+b-a = boa para todoa,b e R. 
o (R, BD, o) é um anel com unidade —1, poisaO-l=a-1+1 =aparatodoa ER. 


o (R, o, o) é domínio de integridade pois não possui divisores de zero. Defato sea ob = 


-16 4a=-10ub=-1. 


o (R, BD, o) é um corpo, pois cada elemento a + (—1), possui inverso multiplicativo b = e 
(e) (ZIN=2],+, +) 


. (ZIV-2], +, ') é um anel pois 

(A1) 
(ta +55) + (e+a VD) + +(e+1ND=(a+)+(b+DVD+(e+ FND) = 
=(a+c+eoJ+(b+d+ f) )V-2=(a+bV-2) + (c+J)+(d+P)V-2= 
= (a+b VD) + ((e+d VD + (+ [N-5), 

(A2) 
(a+bN-D+(c+dV-D=(a+)+(b+D)V2=(cra)+(d+bNV-2= 
=(c+dV-D+(a+bV-2) 

(A3) 


O elemento neutro da adição é (0 + 0 V—2), pois 
(a+bV-D)+(0+0V-2D) =a+bv-2. 


MATB9S8 - Álgebra II 


167 


(A4) 
O simétrico do elemento (a + bV-2) é(-a — bV-2), ), pois 
(a+bN-D+(ca-bNV-2) = +(b-b)V-2=0+0V-2. 
(AS) 


fa +5ND). (c+d 3) (e+ FNDA((ac — 2b4) + (ad + be) 5). (e+ 1) = 
= fetac —2bd) - 2 f(ad + bo) + flac — 2bd) + e(ad + aa 2 = 


= [enc — 2ebd — 2. fad — 2 fbc Je fac — 2fbd + ead + eb) V=3 
Por outro lado, 
(a +b VD (esa VD). (e+ ND = (a +bN-2)- (e 2fd) + (cf + de 3 = 
- (atce —2fd) - 2b(cf + de) Je(ate f + de) + b(ce — 2 fd)) (2= 
= (ace = anta 2b0] = 2bde )+ (acf + ade + bce — 2bfi) >. 

Portanto 

fa +55) (era VD) (e + 1 ND=a + bNV5D fera VD) -(e+ fo) 
(A6) 

(a +b VD) «(te +. VD) + (e + f VD ( (a + bNDD) - (ler +d+ pV)= 

= (ate +) - 2d + D)rfata + p+be+o))N=2 - 


(ac qe = 2hd-= 2bf ud +af + bc + be) v-2. 


Por outro lado, 

(a+bN-D) (c+dV-D+(a+bND)-(e+ fN-D) = 

= (tac — 264) + (ad + be) V=3) + (ae — 2h) + (af + be) V-9 = 

= ((ac — 264) + (ae — 2b))+ ((ad + bo) + (af + be)) 2 = 

= (ac — 2bd + ae — 2bf)a(ad + be + af + be) V-2. 

Portanto 

(a+0 VD) -(e+d VD) 4e+ f V=2)H0+b VD) (ed VD) + (a+b VD) (es f VD) 


A outra lei distributiva é mostrada de forma análoga. 


º (ZI V-2], +, ') é um anel comutativo pois 
(a+bNV-2)-(c+d V-2) = (ac — 2bd) + (ad + bo) V-2 
Por outro lado, 


(c+dV-2)-(a+bN-2) = (ca — 2db) + (cb + da) N-2. 
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Portanto 


(a+bN-2) (c+dN-2) = (c+dV-2) (a +bN-2) 


o (ZI V=2) +, ') um anel com unidade (1 + O V-2), pois 
(a+bN-2)(1+0N-2) =a+bV-2. 


e (ZIN o [ob ') é um domínio de integridade pois não possui divisores de zero. De fato 


(a+bN-2)(c+d V-2) = 0+0V-2 & (a+bN-2) = 0+0V-2 ou (c+d V-2) = 0+0 V-2. 


o (ZI V-2],+, ') não é um corpo. De fato se (c+ d V-2) é o inverso de (a + bNV-2) então 
a —b 
“E + ue OD 


Exercício 2.1.2. Seja (A, +,-) um anel comutativo com identidade. Prove que: 


ÉZ. 


(a) Seu e A é unidade (invertível) então u não é divisor de zero. 


(b) O produto de um divisor de zero por qualquer elemento de A é nulo ou é um divisor de 


zero. 
(c) Se o produto de dois elementos de A é um divisor de zero então algum dos fatores o é. 
(d) A soma de dois divisores de zero pode não ser um divisor de zero. 

Solução. 


(a) Se u é unidade em A, então existete Atalqueu-t=t-u=1. 
Agora suponha que u é um divisor de zero em A. Então existeu + O tal queu -u = O 
Agoa0O&u=ul=u-(u)=(u-u)-t=0-t=0 
Contradição, logo u não é um divisor de zero. 
(b) Seja a um divisor de zero de A. Então existea + O tal quea-a = 0. 
Sejac=a-b, be A qualquer. 
e Seb=0oub=h4,então c = 0. 


e Suponha queb +0eb a. Portanto c £ 0. 


Multiplicando c por a temos 


a-c=a-(ab=(a-a)-b=0-b=0 
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Logo c é um divisor de zero de A. 


(c) Sejam a,b E A tal que (a - b) é um divisor. Então existec + Otalquec-(a-b) = 0. 


Pela lei da associatividade, temos que 


ou (c-a) £ 0 = b é divisor de zero 
c(lab=(ca)-b=0> 
ou (c-a) = 0 > a é divisor de zero 


(d) Em Ze = (0,1,2,3,4,5) temos que 3 e 4 são divisores de zero. Mas 3 +4 = 1 não é um divisor zero. 


Exercício 2.1.3. Estabeleça uma relação de inclusão entre anel, corpo e domínio de integridade 


e justifique. 


Solução. 


corpo € domínio de integridade Cc anel 


e Seja A um corpo e considere a,b e A tais quea-b = O. Para garantir que A é um domínio de 
integridade precisamos mostrar quea = 0 ou b = 0. 
Sea = 0, conclui-se não há o que fazer. 


Sea £ 0, então a é inversível (pois A é um corpo) e, portanto 
b=1-b=(a!.9)-b=a!.(a.b=a".0=0. 
Logo, A é um domínio de integridade e, assim, tem-se a primeira inclusão. 
e A segunda inclusão segue diretamente da definição de domínio de integridade. 
Exercício 2.1.4. Quais dos seguintes conjuntos são subanéis e/ou ideais dos anéis indicados. 

(a) P = (2k, ke Z) em(Z,+,.) 

(b)I=[2k-1, ke Z) em(Z,+,.) 

(c) Z em O 


()la+bNV2, a, be Z) em (R,+,:) 


ab 
(e) ; abe Z | em(Mo(Z), +, *) 
0 0 
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a 0 
(8) ; ae Z em(My(Z), +, :), 
01 
Solução. 
(a) P=(2k ke Z) 

(al) Sejam a,b e P quaisquer. Ou seja, a = 2k e b = 2k», onde ky,k» e Z. Assim 
ea-b=2kh-2o=2Ak-k)=2kK>a-beP. 
eab=2k2kb=2Qkk)=2K>a-beP 

Comoa-bePea-belP,temos que P é um subanel em (Z, +, J. 

(a2) Sejam a, be Pen e Z quaisquer. Assim 
cat+b=2kh+2kb=Aa+kbo)=2k>a+beP. 

. an=2kn=2Akn)=K>a-neP 
Comoa-bePea-belP,temos que P é um ideal em (Z, +). 
(WI=[2k-1, ke Z)em(Z,+,.) 


O conjunto I dos inteiros ímpares não é um subanel nem ideal de Z, pois para 


a=3eb=1l,a-b=2é1T. 


(c) Z em O 
(c1) Sejam a,b e Z quaisquer. Então a-be Ze a-be Z. Portanto Z é um subanel em O. 
(c2) Z não é ideal em O poisa=3€e Zeb= : eO,masa-b= : é Z. 
(DA=a+bV2 a be Z)em(R,+,.) 


(d1) Sejam x, y E Aquaisquer. Ou seja, x = ay+bs V2ey =ao+b, 2, ondea1,a>,b1,b> E Z. 


Assim 


ex-y=(m+bND)-a+bVD)=(m-a)+(b-b)N2>x-veA 
º x-y=(m+b V2)-(a2 + bo 2) = (mao +2bbo) + (bo + bia) V2> x- ye A 


Comox-yeAea-be A, temos que A é um subanel em R. 


(d2) Anão é idealem Rpoisa=3+4VD e Aeb=eRmasa-b= 5 + VIRA 
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ab 
(e) M = x a,b [= Z, em (Mpa(Z), Es ') 


0 0 
mn bm a 
(el) Sejam A, B e M quaisquer. Ou seja, A = eB= - Assim 
0 0 0 0 
q b a b aq-—a by—-b 
e A-B= E o tea RR 5SA-BEM. 
0 0 0 0 0 0 
q b a b mas ah 
o Ra DN O ARNS E 
0 0 0 0 0 0 
Como A-BeMeA-BeM, temos que M é um subanel em M>x(Z). 
(e2) Sejam A,B e Me Ce M>x> quaisquer. Assim 
q b a b a+a by+b 
e A+B= a: + Re GA O SRS 5 A+BemMm. 
O 0 0 0 0 0 
q b qc aci +bica ayco + bic 
os Des Ru sã | CICS iG Bea Es 
0 0 Cc3 C4 0 0 


Como A-BePeA-BemM, temos que M é um ideal a esquerda de M>xo. 
a 0 

(DM = ; ne Z (em (Moo(Z), +, *), 
01 


q O a O 


Sejam A,B e M: quaisquer. Ou seja, A = eB= - Assim 
Bia 01 
q O a O a —a O 
A-B=[  |-[2 =|" * |54-BeM 
01 0: 1 0 0 


O conjunto M, não é um subanel nem ideal de M>x(Z) 
Exercício 2.1.5. Sejam À um anel, J ideais de A. Mostre que 
(a) 1 + ] éideal de A 
(b) IN] é ideal de A 


(c) IJ é ideal de À contido em In J. 
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Solução. 
()I+]=Iix+ycAlxeleyeJé ideal de A pois 


e Sejamx,yel+Jouseja,x=x +xey=yw+ycomax,y Elex>,y> E. Temos que 


Xx+Yy (a) (a +40) 


(4 + y1) + (x2 + y2) 


Como Ie J são ideais de A, vale (x, +y) ETe(x> +y>) ET. 
Logo, x+yel+] 


e Sejaxel+,ousejax=x +x,comx elex,eEJesejare A. Temos que 


xr = (M+»)r 


= Mor+x,-r 


Como Ie J são ideais de A, vale que x, -relex,:re] 
Logox-rel+J. 
Concluímos, assim, que 1 + J é um ideal de A. 


(bINnJ=ixeA|xelexeJ)éideal de A pois 


e Sejamx,yeINDJentãioxyelex,yeJ Comole são ideais de A, vale que 
REEvedex ye 


Logox+yelN]. 


e SejaxeINjereA. AssmxelexeJ ComoleJsão ideais de A, vale que 
x-relex:re] 


Logox-re IN]. 


Concluímos, assim, que IN J é um ideal de A. 


n 
(c) IJ = E ab; nel, be) ne Nj é ideal de A pois 


i=1 
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n m 


e Sejam x,y € IJ, então x = A abiey = ba cid;coma;c;elebid;e). 
j=1 j=1 
n m É 
Portanto x + y = x ajb; + X c;d; el] 
i=1 j=1 


pois ela é uma soma finita (n + m termos) com os termos obtidos de produtos de elementos de 


T com elementos de J. 
n n 
o SejaxelJere A. Assimx = DE aib; e temos que x -r = x (ra;)b; E IJ pois ra; c T. Logo 
i=1 i=1 
x:rein]. 
n 
e Além disto, observe que x = o aib;elpoisa;el, be Aeléideal de A. 
i=1 
Da mesma forma, xe Jpoisa;e A, bie JeJé ideal de A. 


Portanto, temos que IJ C IN]. 


Concluímos, assim, que IJ é um ideal de A contido em IN]. 


Exercício 2.1.6. Em cada um dos casos abaixo diga se o elemento r é uma unidade no anel R. 
Justifique suas respostas. 


()R=Zya, r=5, bD)R=Z4,r=4 ()R=Zl[]), r=2+i 
Solução. 

(a) r = 5 é uma unidade em Z41 pois Za, é um corpo. De fato, 5-9 = 45 = 1em Zi 

(b) r = 4 não é uma unidade pois r = 4 é um divisor de zero, isto é3 -4 = Oem Zap. 


(c) 2 + i não é uma unidade de Z[i] pois as únicas unidades de Z[i] são (1,-1,1, —i). 


De fato se existe a + ib e Zli] tal que 
2 -)a+ib)=1 


então teremos os sistema 


2 1 
Mas = + i= é Zi]. 
as E is é [1] 
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Exercício 2.1.7. Seja R um anel comutativo com característica p, número primo. 

(a) Mostre que (x + yP = xP + y” 

(b) Mostre que, para todo n inteiro positivo, (x +y” = 2" + y”. 

(c) Determine os elementos x, y um anel comutativo de caraterística 4 tal que (x + y)! £ x + y*. 
Solução. 


(a) Usando a expansão binômio e o fato que R é comutativo, temos que 


—1 — D(p—2 
(x + y? o xP + paty + Deo) aa + ne py? +..+ pryr! + yº 
O(p-1 0(p-Np-2 0 0 
= 0 + puto LD pp PDP D raro. spp 
— x + y? 


sendo que na segunda igualdade, usamos o fato que se R é uma anel comutativo com característica 


p, temos do Lema 2.1.17 que px = O para todo x E R. 


(b) Provamos por indução: 


Consideremos a condição 
P(n): (Key =" +y”. (*) 
Pretendemos mostrar que P(n) é válida para todo o número natural n. 


e Paran = 1a condição reduz-se a 
(x+yP=+yº, 


logo P(1) é verdadeira pelo parte (a). 


e Suponha que, para algum n e N, se tenha que P(n) é verdadeira, isto é, (x) é válida. 


Pretendemos provar que P(n + 1) também é verdadeira, ou seja 


n+1 n+1 


(x + A =" sy 
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Para isto, note que 


n+1 


(x + W?"P 
= (+) 


= (07 + vy usando (x) 


(x + y)? 


n+1 


n+ n+ Ei 1 n+ 
É px? cy + p(p o 2y 


= xP + 2 +... + pay + y” 
= a peço PD (ogia. 4 pgs) pr 
es y y 


n+1 n+1 


=x? +y” 


Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Portanto, pelo princípio 


de indução matemática, a fórmula é válida para todo número natural n. 


(c) Considere Za = (0, 1, 2, 3). Temos que a característica de Za é 4. Tomamos x = y = 1 temos que 
(e+mt=(1+1=2"=16=0 mas vt +yi=1t+1"=2 


Logo (x + y)* + xt + yt. 
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Aula 2.2 


Homomorfismo de Anéis e Anel 


Quociente 


Nesta aula definimos homomorfismo entre anéis e apresentamos suas principais propriedades. 


2.2.1 Homomorfismo de Anéis 
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Observação. Se q : (R,+,:) — (5,+,-) é um homomorfismo de anéis então q : (R,+) > (S,+) é um 


homomorfismo de grupos. 
Exemplo 2.2.1. 


(a) Seja p : Z — Zm, P(x) = X, classe dex mod m. Então q é um homomorfismo de anéis com 


unidade. 
(b)Sejap:ZxZ >Z, p(x,y) =x. Então q é um homomorfismo de anéis com unidade. 


(c) Seja q : Q[42] > O[V2], p(a+b 2) =a-bv2 para todo a,b e Q. Então q é um 


isomorfismo de anéis. 


(e) Seja g E M5(R) tal que g”! existe. Então MX(R) > MAR), q(A) = gAg”! para todo 


Ae Mb5(R), então q é um isomorfismo de anéis. 


DSejap:ZxZ>Z, p(x,y)=x-—y para todox,y Ee Z. Então q não é um homomorfismo 


de anéis, pois, por exemplo, 


PULL) =P(,2)=1+2=3 mas PL DPL? =(1+1)(1+2)=6. 


(2) Seja p : Zo > Z10, p(0) = 0, qp(1) = 5. Então q é um homomorfismo de anéis, mas não é 


um homomorfismo de anéis com unidade pois p(1) £ 1. 


Proposição 2.2.1. Seja q : R > S um homomorfismo de anéis com unidade. Então 
(a) p(Or) = Os, 
(b) p(=r) = —p(r) paratodor e R, 


(c) p(ry — 12) = p(r1) — (ro) para todo rr, ER, 


(d) se r E U(R) então q(r) e U(S) e pr) = [p(n]! 


(e) Sep: R > S é um isomorfismo de anéis, então q”! :S > R é também um isomorfismo. 





Demonstração. 
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(a) Como Or +0r = Or, (Or) + p(0r) = (Or). Então como S é um anel, 3 — y(0r) E S. Somando 


—qp(0r) em cada lado temos que 


p(Or) + (Or) + (-p(0R)) = (Or) + (-p(0r)) 
p(OrR)+Os = Os 
p(Or) = Os 


(b) Seja r E R. Então r + (1) = —r + r = Or, temos que 
p(r) + p(=r) = q(=r) + p(r) = (Or) = Os 
(c) Sejam 11,12 E R. Então 


p(r — 2) = (ri + (>12)) = q(ri) + p(>r2) = q(r1) — p(ro). 


(d) Seja r e U(R). Então existe 7! e R tal que r-r! = y1.y = 1r. Então como q é um 


homomorfismo de anéis temos que 
PM) pl) = q(7) - p(n) = (Ir) = 1s. 


Portanto q(r) possui um inverso multiplicativo e ele é q(r"). 


(e) Suponha que s1,s> E S. Então sy = p(r1) e s> = p(r>) para alguns 14,12 E R. Portanto 


Ha +) =p ot) +am))=pen+m)=n+m=qHs)+q"(s) 
e 
q (s1s2) = q o(r)p(ra)) = q (p(rro)) =" =q Ms) !(so). 


Portanto q”! é também um isomorfismo de anéis. 
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Teorema 2.2.2. Seja py : R > S um homomorfismo de anéis com unidade. Então 


(a) Im(qp) é um subanel de 5. 


(b) Nuc() é um ideal de R. 





Demonstração. 


(a) Como q(0) = 0, temos que O E Im(q). 


Agora sejam x,y € Im(q). Então existem x',y' E R tais que q(x”) = x e p(y”) = y. Portanto 


x—y=qp(x)-—q(y) =q(x—y) E Im(p), 


xy = p(00p(y) = p(x'y) E Im(q). 


Portanto Im() é um subanel de 5. 


(b) Sabemos que Nuc() é um subgrupo de (R, +). Agora, ser e Ren Ee Nuc(y), então 


plrm) = p(nNp(n) = p(nNp(O) =0 e 


p(nr) = p(mp(r) = Op(r) = O 


que mostra que rn e nr E Nuc(y) para todor E Ren e Nuc(q). 
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2.2.2 Anel quociente 


Proposição 2.2.3. Seja I um ideal de um anel R. Para qualquer a,b E R temos que 


(a+Dn(b+D=0 ou a+l=b+I 


Alémdistoa+l=b+ISa-bel. 





Demonstração. Mesmo no caso de grupos. 


Teorema 2.2.4. O anel quociente By é de fato um anel. 





Demonstração. Observe que com (R, +) é um grupo abeliano, temos que 1 € R é um subgrupo 
normal de (R, +). Logo (84, +) é um grupo abeliano. 


Portanto precisamos provar que a definição do produto - em By é bem definida. Isto é o 
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resultado do produto não depende das escolhas de a e b nas respectivas classes laterais. Isto é 


vamos provar que: sea,b,a',b' ER com 


a+l=a +] e b+I=b'+I então ab+1I=a'b' +41. 


Pelo Proposição 2.2.3 temos que 


Lepeqelre peb-bel 


Portanto, 


ab = (a +(b' + j) 
= qb +ib+a'j+ij 
a 

el 


Agorai,j E le portanto ib”, a'j, ij E I, pois I é um ideal. Portantoab-a'b  eT=> ab+1=a'b'+1. 
Portanto o produto - é bem definida. 


Deixamos como exercício a provar da associatividade do produto - e das leis distributivas. E 


Teorema 2.2.5. (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam ReSanéisep :R > Sum 


homomorfismo. Então a aplicação 


7: R/(Nuc(g) — Imp), p(r + Nuc(g)) = q(t) 


é um isomorfismo de anéis. Em particular, 


R/Nuc(p)) = Im(q). 





Demonstração. Já vimos que q : R(Nuc(p)) — Im(y) é um isomorfismo de grupos (aditivo). 
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Portanto só faltar provar que q preserva o produto. Suponha que 11,12 € R. Agora 


p(r1 + Nuc(p)) P(r> + Nuclp)) = q(rp(r) 


= p(mro) 
= p(rm + Nuc(q)) 
= (11 + Nuc(q)) (12 + Nuc(p))) 


Portanto y é um homomorfismo de anéis. Como aplicação é uma bijeção, temos uma isomor- 


fismo de anéis. 


2.2.3 Exercícios Resolvidos 
Exercício 2.2.1. Considere o anel de inteiros de Gauss 
Zll=(a+bi i=V-1, abeZ) el oidealI=<1+2i>=(1+2)Z[il. 


Mostre que 


p:Zli] > Z5 q(a + ib) = [a + 2b]s 
é um homomorfismo de anéis com unidade. Deduza que o anel quociente Zi, é isomorfo a 
Zs. 


Solução. 


e Vamos provar que q é um homomorfismo de anéis. Sejam a + ib, c+id e Zli]. Então 


g(a+ib+(c+i)) = q((arJ)+idb+d)) 
= [a+c+2b+ ds 
= [0+2b] + [c+24] 


= p(a+ib) + qp(c+ id) 
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e((a + ib)lc + id)) g((ac — bd) + i(ad + bo)) 


[ac — bd + 2(ad + bc)]s 


[c(a + 2b) + 2d(a — bs 


Em Zs, temos que o inverso multiplicativo de 2 é 3 cujo inverso aditivo é 2, ou seja EE Ze 


Portanto, 


p(la+iblc+id) = q((ac— ba) + iad + bo)) 
= [ac-bd +2(ad + bo)]s 
= [c(a+2b) + 2d(a — be 
= [c(a+2b) + 2d(a + 2b)]s 
= [(a+2b)(c + 2d)]s 
= [a +2b)Js[(c + 20)]5 


= p(a+ib)- qp(c+ id) 


E temos que q(1) = q(1 +07) = 1 
Portanto q é um homomorfismo de anéis com unidade. 
e Vamos provar que q é sobrejetora com Nuc(q) = 1. 


Dado d e Zs, temos que d + 5di e Z[i] e p(d + 5di) = [d + 2(5d)]5 = [11d] = d. 


Portanto q é sobrejetora. 


Seja a + ib e Nuc(q). Então a + 2b = 5k para algum k E Z, ou a = 5k — 2b. Temos que 


a+ib = (5k-2b+ib) 


5k + ib(1 + 21) 


(1+2)(1-2)k + ib(1 + 21) 


(1+i(b-2W)1 +2))e<1+2i> 
Portanto Nuc(p) =< 1 +2i >= I. Portanto pelo 1º teorema de isomorfismo 


Z[i)/Nuc(p) = ZU), = 25. 
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Exercício 2.2.2. SejaR = Z[Vn]eloideall =< Vn >. Mostre que By = 7a. 


Solução. Defina q : Z[Vn] > Zy por 
p(a + bn) =a (mod n) 


e py éum homomorfismo de anéis (verifique) 
e q é sobrejetora, isto é Im(p) = Zn 


ea+bvneNucdy) Sa =0 (mdn)Sa=qn, qe Z. Portanto 
Nuc(p) = (gn + byn, qbeZ)= EVn(b +qn)) =< Vn>=I. 
Portanto pelo 1º teorema de isomorfismo 
z1Vnl/Nuc(g) = 71 Vn) = 2, 


Exercício 2.2.3. Considereo anel Ze x Ze = [(a, b) :a, be Ze), cujas operações + e - são definidas 


por: 
(m1, bi) + (75, bo) = (Mm 102, by + bo) 


(m, bi) - (72, bo) = (mao, by bo) 
(a) Prove que a função 


p: ZoxZ SS Lex Leo 


,b > (a, 4b) 
é um homomorfismo de anéis. 
(b) Determine o núcleo N(q), e a imagem, Im(q), de q. 


(c) Construa a tabela da operação - de Im(y) e determine as unidades (elementos invertíveis) 


e os divisores de zero desse anel. 


(d) Determine o número de elementos do anel quociente (Ze x Ze) N(q) 


(Sugestão: aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo) 
Solução. 


(a) Sejam (a, b), (c, d) e Ze x Ze. Temos 
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= (30,45) (Ge, 4) = 9((0,)) -o((C,9) 
pois9 =3 (mod 6) e 16 = 4 (mod 6) 


Portanto q é homomorfismo de anéis. 
(b) 


e Temos que 3a = 4b = 0 (mod 6) & a E (0,2,4) e b = (0,3). Logo 


(3a, 4b) = (0,0) & (7,b) = ((0,0),(0,3), (2,0), (2,3), (4,0), (4,3)) = N(q) 


(c) A tabela da operação - de Im(qy) é: 


a E 
(0,0 | (0,0 [0,0 [0,0 [0,0 | 0.0 | (0,0) 
6a [65 [65 [65 [65 [65 [6d 
03[05[05[0[05/ 05/03 
63 [00 [60 |05[69]03[67 
05 [00 [00/03]03/05 E 

69 [00/60/0362 /05[63 
Observando a tabela acima verificamos que as unidades ( os elementos inversíveis) de Im(y) são 


(3,4) e (3,2) pois (3,4) - (3,4) = (3,4) e (3,2) - (3,2) = (3,4) e (0,4),(3,0) são divisores de zero. 


— 


0,0 E 
0,4) | (0,4) 


3,0 
0,0 


JEI JEI MI NI ol SI 





(d) Aplicando o Teorema Fundamental do Homomorfismo obtemos 


(Ze x Zon(g) = In(y) = Im(g) = ((0,0,6,0),00,9,8,2,(0,9,6,9) 
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Como um isomorfismo é uma função bijetora e Im(q) tem 6 elementos Ze x Ze também possui 6 
elementos. 
Exercício 2.2.4. (a) Prove que a função 
p.: Z 30 == Z 30 
kors 6 
é um homomorfismo de anéis. 
(b) Determine o núcleo N(q), e a imagem, Im(q), de q. 


(c) Determine os elementos do anel quociente Za N(q) 


aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo) 
Solução. 
(a) Sejam m, n e Z30. Temos 


e p(m+7)=6(m+n)=6m+6n = Gm +6n = q(m) + p(m) 


pois 36 = 6 (mod 30) 
Portanto q é homomorfismo de anéis. 


(b) Seja m e N(q). Temos 
p(m) -=6m=0> 6m=o0 (mod 30) 
> m=0(mod5)>ma=b0,5,10,15,20,25 


P(2) = (7) = (12) = q(17) = 22) = q(27) = 6 
(3) = (8) = (13) = q(18) = p(23) = (28) = 6 
p(4) = (9) = (14) = q(19) = p(24) = (29) = 6 


Portanto , Im(q) = (0,6,12,18,24) 


(d) Há 5 classes de equivalência determinadas por = (mod N(q)) 


7=0+N(q), W=1+N(p), X=2+N(qp), 7=3+N(p), Z=4+N(q) 


MATB98 - Álgebra II 


187 


(e) Aplicando o Teorema Fundamental do Homomorfismo obtemos 


Exercício 2.2.5. Considere o anel (Z x Z, &, O) cujas operações & e O são definidas por: 


(a bDe(c dD)=(a+c, b+d) 
(a, Do(c d) = (0, bd) 


(a) Prove que a função 
pp: ZxZ SS Z 
(ab) 5 b 


é um homomorfismo de anéis. 
(b) Determine o núcleo N(q), e a imagem, Im(q), de q. 


(c) Prove que (Z x 2a, 0, aceZ)=Z 


(Sugestão: aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo) 
Solução. 
(a) Sejam (a, b), (cd) E Z x Z. Temos 
. (tab) D (c,a)) =p(a+cb+d)=b+d=q(a,b)+q(c,d) 
: olta, bo (e, a) = q(0,bd) = bd = q(a,b) O p(c,d) 
Portanto q é homomorfismo de anéis. 
(b) 


e Seja (a,b) e N(q). Então p(a,b) =b =0 
Logo, N(y) = I(a,0)la e Z) 


e Sejab e Z. Temos que p(0,b) = b. Portanto q é sobrejetora, isto é a imagem de q é Z. 


(c) Vimos nos ítens b) e c) que N(q) = [(a,0)ja E Z) e que q é um homomorfismo sobrejetora, isto é 


Im(qp) = Z. Assim, o resulta do Teorema Fundamental do Homomorfismo que 


(Zx2)((a,0, ac Z) = Z 
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Exercício 2.2.6. 


(a)Se py: OQ — Q é um homomorfismo, prove que ou q(1) = 0 e q(x) = 0 Vx e O 


(homomorfismo trivial) ou (1) = 1 e q é injetivo. 


1 
(b)Se py: OQ — Q éum homomorfismo não trivial en e (1,2,::-), prove que (+) E 


Solução. 
(a) Temos q(1) = PA -1) = AD PMS a(o) 5 1) =05 (D)=00uq(1)=1. 


e (1) = O temos p(x) = p(x- 1) = q(x) -p(D) =qp(x)-0=0 Vxe O. 

e (1) = 1, seja N(y), o núcleo de q. Se mostrarmos que N(qp) = (0) concluiremos que q é 
injetora. Suponha que exista a e N(q) — (0). Temos 
0=qy(a)e1=q(1)= ota : +) = qp(a)- E) =0. E) = O absurdo!!!! 
Portanto N(y) = (0) 


(b) Se q não é trivial, vimos no item (a) que (1) = 1. Temos 


remedio io ofB)e goi) 
arara 


mu 
n vezes n vezes 
1 1 
Portanto el) Ri 


Exercício 2.2.7. 

(a) Determine todos os homomorfismos q: 37 — 5Z 
(b) Determine todos os homomorfismos py: Z — Z 
Solução. 


(a) Sejam pq: 372 — 5Z eqp(3)=k e 5Z. Temos que 
AD =p(3+3+3) =) +p(3)+p(3)=k+k+k=3k e 
p(9) = (3-3) = (3) - (3) =k-k= Ko que implica que 


3%k=k >k=00u k=3. 


Como 3 é 5Z, segue que k = 0, ou seja q(3) = 0 > q(3k) = qp(3) - p(k) = 0. 


Assim, o único homomorfismo q : 37 —, 57. éo homomorfismo trivial, 


p(k) =0, VkE3Z. 
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(b)Sejam pp: 7Z > Z ep(l)=ae Z. Temos que 
PAD=p1D=AD-p(D)=a-a=22o que implica que 


2=a>51=00ua=1. 


e Sea =0, então q(k) = q(k-1) = q(k) -p(1) =0Vk e Z. 


e Se (1) = 1, obtemos 
PD =L+D=PD+PN)=1+1=2 


PB =PL+D=A+p(D)=2+1=3 
PA =PS+D=PB)+p()=3+1=4 
Isto nos surge que p(k) = k E (0,1,2,3---) 
Vamos provar isto por indução sobre k. 


e Resultado valido para k = 0,1,2 como vimos acima 

e Suponha que o resultado é valido para k, isto é p(k) = k. 

e Vamos provar que o resultado é valido para k + 1 : Temos que 
p(k + 1) = q(k) + (1) = k + 1 por hipótese de indução 
Portanto p(k) = k E 10,1,2,:::) 


k < 0, podemos escrever 

k=| = 0=q(0) = q(e+ Ik) = q(9 + p(K) = (9 = (8) = 

ou seja p(k) = k Yk < 0 

Isto implica que q(k) =k Y ke Z. Portanto, os homomorfismos q: Z — TZ são trivial, 


p(k) = 0 e p(k) = k, identidade em Z. 
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Aula 2.3 


Ideais primos e Ideais Máximos 


Seja Rum anel e Tum ideal. Queremos saber quando o anel quociente By é um domínio de integridade 


ou um corpo? Vamos ver que isto não depende de R, mas sim depende apenas das propriedades do ideal 1. 


Definição 2.3.1. (Ideal primo). Sejam R um anel comutativo el c R um ideal. Dizemos que I 


é um ideal primo sel £ Re, 


VabeR abel>9a€eloubel 


Exemplo 2.3.1. 


(a) Se R é um domínio de integridade, então (0) é um ideal primo. 


De fato sejaa,b E R tal que ab e (0). Então 
ab=0=3a=0 ou b=0 pois R é domínio de integridade 


Logoa e (0) oub e (0). Portanto (0) é um ideal primo. 


(b) Z x (0) é um ideal primo de Z x Z. 
De fato seja (a, b), (cd)e Z x Z tal que (a, b)(c,d) e Z x 10). Então 


aceZ e bde(0) 


Como Z é um domínio de integridade temos que ou (a,b) e Z x (0) ou (cd) e Z x 10). 
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Portanto Z x (0) é um ideal primo. 


(c) 2Z x (0) e (0) x [0] não são ideais primos de Z x Z. 
De fato 


e(LO)Ve2,27) e ZxZe(1,0)(2,2) = (2,0) e 2Z x (0). Mas (1,0) é Z x (0) nem 
(2,2) é Z x (0). 


e Da mesma forma (1,0) e(0,) e ZxZe(1,0)0,1) = (0,0) e 10) x (0). Mas (1,0) é 
(0) x (0) nem (0,1) é (0) x (0). 


(d) Em Z, o ideal 


é ideal primo, sem é um número primo 


<m>=mZ = 


não é ideal primo, sem não foi um número primo 


De fato sem = ab coma,b > 1 entãoab = m e mZ, masa,b É mZ e mZ não é ideal primo. 


Por exemplo, < 6 > não é primo, pois 


2-3=6€<6>, mas2 é<6>, eJSÊE<6>. 


sem =p é primo eab e pZ, então plab que implica que pla ou plb. Então ab e pZ implica 


quenepZebepZ. Portanto pZ é um ideal primo de Z. 


(e) Em Zas, os ideais primos são os ideais da forma mZg onde m é um divisor primo de 18. 


Portanto os ideais primos são 221 e 3Zas. 


Teorema 2.3.1. Seja R um anel comutativo com unidade el Ç R um ideal. Então 


By é um domínio de integridade & 1 é primo. 





Demonstração. Suponha que I seja um ideal primo de R. 


Sejam (a + 1),(b + 1) E By tais que 


(a+Dlb+D=ab+l=I 
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Então temos que ab E I. Como I é primo, temos quea eloubel,istoé,a+I=Ioub+I=I. 
Portanto By é um domínio de integridade. 
Reciprocamente, suponha que By seja um domínio de integridade. 


Sejam a,b E R tais que ab € IT, isto é 
(ab)+I=(a+)(b+D=1. 


Por hipótese, a+I=Ioub+l=Lousejaaeloubel. 


Exemplo 2.3.2. 


(a) Seja R um domínio de integridade. Então (0) é um ideal primo. Vimos que Bo) =R que é 


de fato um domínio de integridade. 


(b) Seja Z x (0) um ideal primo de Z x Z. Então temos que (Z x Z)/(Z x (0)) = Z que de fato 


é um domínio de integridade. 


(c) Seja n um número composto, então nZ não é ideal primo e Z = Zn não é um domínio 


de integridade. 


(d) Seja p um primo, então pZ. é um ideal primo e Lp = Zp é um domínio de integridade(de 


fato um corpo) 


Definição 2.3.2. (Ideal maximal). Sejam R um anel comutativo eM c R um ideal. Dizemos 


que M é um ideal maximal seM + Re não existeidealN deR tal queM GN ÇR. 


Vale observar que M £ R é ideal maximal se, e somente se, para todo ideal N, tal queM CN CR, 


tenhamos M = NouN=R. 
Exemplo 2.3.3. 


(a) (0) não é ideal maximal de Z, por exemplo 


(0)C2ZÇZ. 
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(b) Seja p primo. Então pZ é um ideal maximal de Z. Por exemplo, 5Z c Z é um ideal maximal. 
De fato se ] é um idealtal que5Z CJ c Z então J] = Z: vamos mostrar que 1 € J. 
Como 5Z Ç J, existea E ] não divisível por 5. Portanto a e 5 são coprimos e5n +am = 1 


para alguns n,m e Z. Portanto 1 E J. 


(c) Seja m um inteiro positivo composto. Então mZ não é ideal maximal de Z. Por exemplo 


6Z não é maximal pois 


672 c2Z c7 etambém 62 CIA CT. 


Teorema 2.3.2. Seja Rum anel comutativo com unidade e M G R um ideal.Então 


BM é um corpo & M é maximal. 





Demonstração. Suponha que M seja um ideal maximal de R. Seja a + M + M um classe em Bu 


Isto equivale a a E I. Considere 
M+aR=ix+aylxeM, yeR) 
Então M + aR é um ideal de R. De fato para qualquer z E R, temos que 


z(x+ay)= xz + ayz EM+aR. 
o — 


o — 
eM ER 


Como M é maximale M c M +aR temos que M +aR = R, em particular 1 = x + ay para alguns 
xeM,y€R. Afirmamos que M + y é o inverso de M +a. De fato 


(1+M)(y+M)=ay+M=1-x+M=1+M 


pois x E T. Portanto a + M admite inverso multiplicativo. 
Reciprocamente, suponha que RM seja um corpo. Então M £ R( pois 0 £ lin By. 
Suponha que existe um ideal Jtal que M CJ Ç R. Escolhe a e J, a g I. Então a + M + M. Como 


BM é um corpo, todo elemento diferente de M tem inverso multiplicativo, ou seja a + M é 
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inversível. Portanto para todo b E R, temos 
(a+M)(b+M)=ab+M=1+M 


Portanto ab -1 e Mc Je portanto 1 = ab +x para algum x € J. Mas ab € J, poisa € J. Portanto 


1€Jelogo pelo Proposição 2.1.5 temos que J = R e M é maximal. E 


2.3.1 Exercícios Resolvidos 


Exercício 2.3.1. Quais dos ideais I são maximal no anel R? 
()I=7Z, R=Z; 
(b)I=<6>, R=Z; 
(QI=< V5>, R=Z[45); 
(d)I=< V6>, R=Z[N6. 
Solução. 
(a) Como Lazy = Z7, que é um corpo, temos que 7Z c Z é um ideal maximal. 
(b) Como dy. 6 > & Zo, que não é um corpo, temos que < 6 >C Z não é um ideal maximal. 


Z[N5] 


(c) Como A a Zs, que é um corpo, temos que < V5 >c Z[ N5] é um ideal maximal. 


(d) Como zIve, v6> E Ze, que não é um corpo, temos que < V6 >c Z[ V6] não é um ideal 


maximal. 
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Aula 2.4 


Atividade 


2.4.1 Atividade das Aulas 2.1,2.2 e 2.3 


1. Quais dos seguintes conjuntos são subanéis e/ou ideais doa anéis indicados: 


(0) A=(3k: ke Z) em (Z,+,:) 
(bD)B=([75a+30b: abeZ) em (Z,+,:) 
(c) o conjunto de todos os divisores de zero de Zyq em (Z46, +,*) 


(d) Seja p e Z primo e seja S = : E pe Z,p 40] 


2. Definimos em Rº = ((a,b) : a,b E RJ duas novas operações dadas por 
p p 


(a, be(cd)=(a+cb+d) 
(a,b) O (c,d) = (ac — bd, ad + bc) 


(a) Mostre que (R2, o, o) é um corpo. Qual o zero e qual a identidade? Qual o simétrico de 
(a,b)? Qual o inverso de (a, b) quando (a, b) não é o zero? 
(b) Calcule (0,1) O (0, 1). Mostre que a equação x? = (0,1) tem 2 soluções? Quais? 


(c) Verifique que (a, b) = (4,0) & (0,1) O (b,0) para (a, b) e R2. 


ab 
3. Seja T = 
0 a 


(a) Prove que T é um subanel de M>(R). 





a,b E a c Mo(R) 


0 b 
(b) Mostre que I = 
0 0 





| be a é um ideal de T. 
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4. (a) Mostre que o conjunto T = ((k,0); k e Z) é um ideal do anel de Z x Z. 
(b) Mostre que o conjunto T = [((k,k); k e Z não é um ideal do anel de Z x Z. 


(c) Sejam A, Banéis. Mostre que se 1 é um ideal de A e J é um ideal de B, então Ix] = [(a,b); a e 


LbeJjéum ideal de Ax B. 
5. Seja B=((1 + V2a, ae Z[N2], onde ZIN2]=(a+bN2, a be Z) 


(a) Verifique que Z[ 2] é um subanel com unidade de R. 


(b) Verifique se B é um ideal de Z[ 2]. 
6. SejaR=Zl 2]. Determine quais dos subconjuntos de R abaixo são subanéis e quais são ideais. 


()S=(nVZ2:neZ) 
(b)S = [2x :xeZ[N2]) 
()S=Im+nNv2 im nez, mé impar) 


()S=(m+nv2 imnez, mé par) 


7. O conjunto (R,, 2, 8), onde 


aBb=abe agb=aN 


é um anel comutativo. Encontre o elemento neutro da soma e da multiplicação e determine o 


inverso multiplicativo do númeroa £1 E R.. 


8. Considere o anel Z x Z. Mostre que Z x Z não é um domínio de integridade apesar de cada fator 


Z é um domínio de integridade. 
9. Sejam A um anel (comutativo e com unidade) ea E A. 


(a) Verifique que I(a) = (x e Alx -a = 04) um ideal de A. 


(b) Calcule I(a) no caso em que A = Zig ea = 3€ Z4s. 
10. Sejam Rumanelea e R.SejaS = |xeR |ax = 0). Mostre que S é um subanel de R. 


11. Sejam R um anel. O centro de Réo conjunto Z(R) = lx e R|ax = xa, Va E R$. Prove que Z(R) 


é um subanel de R. 


12. Mostre que uma unidade num anel R divide qualquer elemento de R. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


28. 
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97 


Seja R um anel com 1 esejaa,b E R. Se a é uma unidade de Re b? = 0, mostre que a + b é uma 


unidade de R. (Dica: Considere (a — b)(a + b)) 
Seja Rum anel. Prove que a? —b? = (a+b)(a—b) para todo a, b E R se, e somente se R é comutativa. 


Prove que não existe um domínio de integridade com 4 elementos. 


2 


Um elemento a de um anel é chamado idempotente se a” = a. Prove que os únicos elementos 


idempotentes num domínio de integridade são O e 1. 


Um anel R é dito booleano, se todo elemento seu é idempotente. Mostre que todo anel booleano é 


comutativo. 


Um elemento a de um anel é chamado nilpotente se a” = 0, para algum inteiro positiva n. Prove 


(1-a) é uma unidade em R. (Dica: Considere (1 -a)I +a+a + +arb) 

Mostre que os elementos nilpotentes de um anel comutativo forma um subanel. 

Mostre que O é o único elemento nilpotente num domínio de integridade. 

Encontre todos os elementos idempotentes, nilpotentes, divisores de zero e unidades de Ze x Zap. 


Sejam R um domínio de integridade e a,b E R. 
(a) Seaº =bº ea = bÊ, prove quea = b. 


(b) Sea” =b”" ea” = b”, com mdc(m,n) = 1 prove quea =D. 
Determine todos ideais maximalem ()Zs (DZ (JZp (DZ, 


Em Zen, determine um inteiro positivo a tal que 
(MU) <nr=c2r+r<e3 > 
(b)<a>=<6>+<8> 
()<a>=<m>+<n> 
(d)<a>=<3><4> 
()<a>=<6><8> 


()P<a>=<m><n> 


25. Seja R um anel comutativo e |R| = 30. Se T é um ideal de R e || = 10, prove que T é ideal maximal. 
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26. Para cada função q abaixo decida se ela é um homomorfismo de anéis com unidade. Justifique 
brevemente suas respostas e no caso em que q é um homomorfismo de anéis, determine o núcleo de 
p. 
(M)p:ZSZe: mom (mod 6), 
DypiZS5Z: mm, 
(o) q : Ob] > O: p(o) 5 p(3), 
(d) q: Zoli] > Zold]: pt) o (py? 
27. Defina q : Z[N2] > Zo por 
p(m +n 2) =m (mod 2) 


Assumindo que q é um homomorfismo com unidade, determine o núcleo Nuc(q), de q. 
28. (a) Mostre que R = (0,3,6,9) é um subanel de Z4». (Dica: use tabelas) 
R é isomorfo a Zu? 


(b) Seja q : A — R um homomorfismo de anéis, e seja A" = (a e A; q(a) e O( V2)). Prove que 


A" é um subanel de À. 


(c) Seja f: R —> S um homomorfismo de anéis. Se r é um divisor de zero em R, será que f(r) é 


um divisor de zero em 8? 


30. Considere a função 
Pp: Zoo —S ZoxZ4 
ns (nn) 


Por exemplo q(7) = (1, 3). 
(a) Prove que q é um homomorfismo de anéis. 
(b) Determine o núcleo N(q), e a imagem Im(q), de q. 


(c) Prove que os anéis Zoo] (0, q: 8) e (0, 0), (0, 2), (1, 1), (1, 3) Cc Zo x Za são isomorfos. 


(Sugestão: aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo) 


31. Mostre que q : Z[i] > Zi q(a + ib) = [a + 3blio é um homomorfismo de anéis. Deduza que o 


anel quociente Z[i]/ < 1 +31 > é isomorfo a Zao. 
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32. Seja o anel Z4>, dos inteiros modulo 12 e considere o ideal 


H = (0, 3, 6, 9). Determine o anel quociente Z42/H. Que anel é isomorfo a Zyo/H? 


33. Considere a função 
Pp : Z7 —S Z 28 


lalz > [8a 


(a) Prove que q é um homomorfismo de anéis. 


(Sugestão: aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo) 
34. Considere a função 
PE Za Lg 
[ala + [als 
(a) Prove que q é um homomorfismo de anéis. 
(b) Determine o núcleo de q, N(q) 
(c) Prove que q é sobrejetora 


(d) Aplicando o Teorema Fundamental do Homomorfismo, conclua que Zo4 / [ 0, 8,16 ] é isomorfo 


a Za. 
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Aula 2.5 


Anéis de Polinômios 


Nesta aula apresentamos a estrutura de anel para o conjunto dos polinômios com coeficientes num 


anel A. Apresentamos algoritmo da divisão para polinômios em A[x], onde A é um corpo. Estudamos 


irredutibilidade de polinômios. 
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Proposição 2.5.1. (R[x], +,:) é um anel, chamado o anel de polinômios em uma variável com 


coeficientes no anel R. 





Demonstração. Exercício 





Observação. 


(a) O elemento neutro de R[x] é o polinômio nulo (polinômio cujos coeficientes são todos iguais a 
zero) 


0=0+0x+0x2 +. 


(b) Um polinômio é chamado de polinômio constante se ele é da forma 


f(x) =ao (com a;=0 para todo i > 0). 


(c) R é um subanel de R[x]. Os elementos do anel anel R, em R[x], fazem o papel dos polinômios 


constantes. 


(d) SeR4e Ro são anéis e Ry C Ro, então Ri[x] c Ro[x]. 
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Teorema 2.5.2. Seja R um anel. Se f(x), g(x) E R[x]M0), então temos 
(a) grau(f(x) + g(x)) < maxlgrau(f(x)), grau(g(x))) 
(b) grau(f (x) g(x)) < grau(f(x)) + grau(g(x)) 


(c) Se R é um domínio de integridade, então grau(f(x)g(x)) = grau(f(x)) + grau(g(x)) 


(d) Se R é um domínio de integridade, então R[x] é também um domínio de integridade. 


(e) Se R é um domínio de integridade, então as unidades de R[x] são as unidades de R, ou seja 
U(R[x]) = U(R). Em particular se R = K um corpo então U(K[x]) = KMO) + K[x]M0). Isto 


é, se K é um corpo, não necessariamente que K[x] seria um corpo. 





Demonstração. Sef =ag+mx+---+a,x", coma, £0,eg=bo+bjx+::-+byx”, com by £0e 


n <m, então 


1 


(a) f(x) + g(x) = (ao + bo) + (01 + bi)x +: + (an + box” + bx + + by”, 


o que implica que grau(f + 9) <m = max(n,m) 


(Db) FO) -go)=co+cx+---+Cnimx""”, onde c;=a;bo+apaby +: +aob; 


ou seja, grau(fg) <n +m. 


(c) Se R é um domínio de integridade, como a, + 0 e by + 0, temos que cy +m = Anbm + 0,0 que 


mostra que grau(fg) =n +m = grau(f) + grau(g). 
(d) Em particular, da demonstração do item (c) temos que se f +0e g £ 0, então fg £ 0. 


(e) Se f(x) e U(RI[x]) então existe g(x) e R[x] tal que f(x)g(x) = 1. Note que neste caso, o lado 
esquerdo da equação tem grau (n+m) e o lado direto tem grau 0, logo n = m = 0 o que 
implica que f,g e R. Como fg = 1, temos que f e U(R) o que mostra que U(R[x]) € U(R). 


A outra inclusão é imediata, portanto U(R[x]) = U(R). 


Exemplo 2.5.1. Em Zs|x] considere os polinômios f(x) = 2X +1e g(x) = 3% + 1 então o 
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produto 


Il 


fg (2x2 + (3º + 1) 


6% +37! +2x2 41 


Il 


3% +2x22+1 


Portanto grau(fg) < grau(f) + grau(g). 


2.5.1 Divisão de polinômios 


Definição 2.5.3. Seja A um anel comutativo com identidade. Dados f(x), g(x) e R[x], dizemos 


que g(x) divide f(x) se existe h(x) e Rx] tal que f(x) = g(x)h(x). 


Teorema 2.5.3. (Algoritmo da Divisão de Euclides). Sejam K um corpo e fg e K[x], g%0, 


então existem únicos q(x), r(x) E K[x] tais que 


onde r(x) = O ou grau r(x) < grau g(x). 





Demonstração. A demonstração pode ser vista em [1]. 


Observação. Observe que o resultado do Teorema 2.5.3 pode não ser verdadeiro se K não é corpo. Por 


exemplo 
(a) Em Z[x] não existem polinômios q(x), r(x) e Zlx] tal que 1 + 3x = qu + 2x) + (x). 
(b) Em Za[x] temos que 


22 +27] +3x+3= q()(2x2 +3)+m1(x) onde qa(x)=x+1, m(x)=0 
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e também 
22 +27] +3x+3= go(x)(2x2 +3) +ro(x) onde q(x)=3x+1, ro(x) =2x 


Logo os q(x) e r(x) não são únicas. 


Exemplo 2.5.2. Determine polinômios g(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)g(x) + r(x), er(x) = 0 ou 


grau r(x) < grau g(x) : 
(a) f)=2*-7x+1, g()=22+1 € QL] 
(b) f(x) = 42º +27) 4622 +47 +5, g(0)=322 +42 E Za] 
(o) flo) = 3º +20) +28 +40 +72 -x+44, g(0)=20 +40 -x+3 E Zslx] 
(d) f(x) =2x2 -4x+3, g(W)=7x-5 E Za] 


Solução. (a) 





x 
1 
ár E 

1 1 
gde CA 
5 
—7. +— 
a 


Portanto, q(x) = e = : r(x) = —7x + : e f(x) = q(x)g(x) + r(x) 


(b) 





—Ix +2 


Portanto, q(x) = 6x2 +3x+5, n(x)=5x+42 € f(x) = glo)g(x) + r(x) 
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(c) 
34º +20 4222 4422 +22 x +4] 2 +47 -x+3 





—3x* —xº +4x! 2 422 +3x2 +2x+41 
2º +38 42% 4x2 


—3º 2x! +39 —4x? 


4x -3x2 —x 
—4x4 —3xº +2xº —x 
2 —x2 2x +4 
—2xº 4x? +x —3 
-x +1 


Portanto, q(x) = 4º +37 +2x+1, (M)=4x+1 € f(x) = qg(x)g(x) + (x) 


(d) 
2x2 4x +3 |7x— 5 


-2x -2x |6x+6 
Da 
—2x —2 
Í 








Portanto, q(x) = 6x +6, r(x)=1 e f(x) = q(x)g(x) + r(x) 


2.5.2 Máximo divisor comum 


Teorema 2.5.4. Sejam K um corpo e f(x), g(x) E K[x]. Então existe MDC( f(x), g()). 
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Demonstração. Exercício E 


Observação. O MDC quando existe não é único. De fato se d(x) satisfazer as condições (1) e (2) na 
Definição 2.5.4e À £ O um elemento em K então Ad(x) também satisfaz as 2 condições. Muito vezes 
escolhemos o MDC com À = ct, sendo co coeficiente dominante ou líder de d(x). Então ctd(x) é um 


polinômio mônico. 


Teorema 2.5.5. (Algoritmo do MDC). Sejam K um corpo, f(x), g(x) E K[x]MO) tais que g(x) 
não divide f(x). Seja re(x) o ultimo resto não nulo que se obtém aplicando sucessivamente o algoritmo 


da divisão do modo seguinte: 


Fº) = qo)glo) + r(x), com grau r(x) < grau g(%); 
00) = q(ojr(x) + ri(x), com grau ri(x) < grau r(x); 


r(x) = qo(x)ra(x) + ro(x), com grau ro(x) < grau r(x); 


rea) = quer (09) + re(0), com grau 0) < grau mao; 


rea (o) = que (rel). 


Seja ce Ko coeficiente dominante de rx). Então 


MDC( f(x), 8(39)) = tru(a). 





Demonstração. Exercício E 


Exemplo 2.5.3. Calcule MDC( f(x), gs), onde 


f(x) =30 +20 +27 +49 412 -x+4, g(x) =27) +42 -x+3 €Zs[x] 
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Solução. Vamos efetuar as divisões em Zs[x] : 


3º +27 +23! 447º +72 x +44] 20) 44xº-x +43 





34º —º +44! Dé 4ê +32 +2x+41 
e DE 
—º 2x! +39 —4x? 
49º -30 —x 
—4x* 34º 4222 —x 
2% x? Dx +44 
DA 4x =D 


4x +1 


Portanto 


f(x) = (42º + 327 + 2x + Dg() + rx) 
onde r(x) = 4x + 1. Vamos fazer a divisão de g(x) por r(x). 


2x) +4x2 -x 43 | 4x+41 


=D Ba 3x2 + 4x 
+22 —x +43 
—x2 —4y 
3 


Nota: Observamos que ao atingirmos um resto que é uma constante não nula, alcançamos o último resto 
não nulo. 
Portanto rx) = 3. Logo 

MDC(f(19), 8()) = 37 .3=1. 


Teorema 2.5.6. Seja Kum corpo. Dados f(x), g(x) E K[x]M0), o polinômio MDC(f( ), g(º) pode 


ser escrito na forma a(x) f(x) + b(x) g(x), com a(x), b(x) e K[x]. 





Demonstração. Exercício n 


Exemplo 2.5.4. Em Zs|x], determine o MDC( f(x), gt), onde g(x) = x2+2x2+2x+1, f(x) = xº+2 
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e expressa sua resposta como uma combinação linear dos polinômios f(x) e g(x). 
Solução. Vamos efetuar as divisões em Zalx] : 


x* +02º 4022 +0x+2] 24272 +2x+1 





=x" 2x) —2x —x x+1 
x +32 +2x+42 
—32 2x2 2x —1 


2x? 41 


Portanto 


fl) = (x + Dg(x) + (222 +1) (1) 
Vamos fazer a divisão de g(x) por 2x? + 1. 


32 4+2x2242x41| 23241 


3 


—X —Dx 2x+1 
2%? +] 
—Dx Ei 
0 
Portanto 
g(x) = (2x +1)(2x22 +1)+0 e) 
Logo 


MDC(f(), 8(0))=22+1 e m2+1=f(5)-(x+1g(0. 


2.5.3 Raízes de polinômios 


Teorema 2.5.7. (Teorema do Resto). Seja R um domínio de integridade. Se f(x) E RIx]ea e R, 


então o resto da divisão de f(x) pelo polinômio g(x) = x — a, é f(a). 





Demonstração. Pelo Algoritmo da Divisão, podemos escrever 
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onde r(x) = O ou graur(x) < 1. Portanto temos que r(x) é um polinômio constante. Isto é, r(x) = 


para algum r E R. Então 


Exemplo 2.5.5. Seja f(x) =x? + 5x — 5 E R[x]. Então 
e o resto da divisão de f(x) porx — 2 é f(2) = 13 


e oresto da divisão de f(x) porx +2 é f(-2) = —23. 


Corolário 11. Se R um domínio de integridade, f(x) E RIxJea e R, então (x — a) divide f(x) se e 


somente se o resto da divisão de f(x) por (x — a) é f(a) = O isto é (x — a) divide f(x) se, e somente se, 


(x — a)g(x) para algum g(x) e Rx]. 





Demonstração. Dividindo f(x) por (x — a), do teorema do resto, temos que existe g(x) E R[x] tal 


que f(x) = q(x) -(x — a) + f(a). Assim, f(a) = O se, e somente se f(x) = (x — adg(x). E 


Definição 2.5.5. (Raiz de um polinômio). Seja R um anel comutativo e f(x) e R[x]V0). Um 


elemento a e R é chamado de raiz de f(x) se f(a) = 0. 


Exemplo 2.5.6. As raízes de 2 =1TeE Zs são EO Der: 
Exemplo 2.5.7. Se f(x) = x? + 5 então f não tem raízes em R mas tem 2 raízes em C. De fato 
fo) = (xi V5x + i5) 


portanto f(+ i V5) = 0. 


Definição 2.5.6. (Multiplicidade de uma raiz). Seja R um anel comutativo e f(x) e R[x]M0). 
Sea E R é uma raiz de f(x), dizemos que a tem multiplicidade m > O se f(x) = (x — a)” g(x) com 


g(a) + 0. 
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Exemplo 2.5.8. Determine todas as raízes e suas multiplicidades da f(x) = 2 +3x+4€ Zo[5]. 
Solução. Determinamos todos os raízes: 


ESDHHDA 
Leo [e |s [3 jojo] 


Temos que f(3) = O. Dividendo f(x) por x — 3 temos que 


f(x) = (x — 3)g(x), com g(x) = x +3x+2. 


Como g(3) = 0, podemos divide de novo para obtêm 


portanto temos que f(x) = (x — 3)2(x — 4). Como 3 não é raiz de x — 4, concluímos que a raiz 3 tem 


multiplicidade 2 e a raiz 4 multiplicidade 1. 


Teorema 2.5.8. Seja Rum domínio de integridade e f(x) E RIxH0). Sen = grau f(x), então f(x) 


tem no máximo n raízes em R. 





Demonstração. Provamos por indução sobre n, os casos n = 0,1 são triviais. 

Suponha que grau f(x) = n+1. Então, se f(a) = 0, temos que f(x) = (x — a)g(x) com graug(x) = n. 
Se f tem mais do que (n + 1) raízes, então temos que f(a1) = f(a2) = --- = f(an+1) = O para algum 
mm," ,An+1 É a distintos. Então, para i = 1,::-(n + 1), temos O = f(a;) = (a; -a)g(a)ea;-a £0, 
que implica que g(a;) = 0. Portanto g(x) tem (n+1) raízes, que contradiz o hipótese de indução 


pois grau g(x) =. 


Teorema 2.5.9. (Teorema Fundamental da Álgebra). Sejam C o corpo dos números complexos 


e f(x) e Cx] um polinômio não-constante. Então, existe um valor a E C tal que f(a) = 0,ou seja, 


f(x) admite raiz complexa. 
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Um resultado importante é como determinar as possíveis raízes racionais de um polinômio com 


coeficientes inteiros. 


Teorema 2.5.10. (Teorema das Raízes Racionais). Sejam f(x) = ag +ajx +a2%? + --+anx” E 


Zlx] um polinômio de graun >1 er = E uma raiz racional de f(x) com pg e Z, q>0€e 


mdc(p,9) = 1. 


Então, plage q | an. 





Demonstração. Como f(p/q) = O temos que 


2 3 n—1 n 
no +m (2) roo( E] +as(E] recta (5) ra(E] =0 
q q q q q 


Multiplicando esta equação por q”, obtemos 


aog" + mpg”! + aop'qr2 +. +aapolg+ap" =0 


Portanto 
dog” = -p(agr + aspq'”? ++ O + an 
amp” = —a(aog'! Ea mpg"? AE aop?q'ê Ed sn) 
Portanto p | aq” e q | anp”. Como mdc(p, q) = 1 isto implica que p |ag eg | an. E 


Exemplo 2.5.9. Fatorize o polinômio f(x) = 3 —-xº-x-4€ Qu]. 


Solução. Aplicando o Teorema das Raízes Racionais, se a = P for uma raiz racional de f(x) com 
mdc(p,q) = 1, então 
pl4e g|3. 


Portanto, p e (-4, —2, —-1,1,2, 4)e gel, 3). Logo, os candidatos a raiz racional de f(x) são 


as É E (1 -1,-2,2,4, -4, ds 
q 3 


| 5) 
3 


1 
, 3” 3” o” 2 ” 
a di iii Ena 
Verificando temos que x = a é uma raiz. Pelo divisão de polinômios temos que 


f() = (x - 5) (33243743) = (34-42 43441). 
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Usando de novo o Teorema das Raízes Racionais, vamos ver que x2 + x + 1 não tem raízes racionais e 


portanto não podemos fatoriza mais ele. 
Exemplo 2.5.10. Fatorize o polinômio f(x) = x! + 25x + 24 € Of]. 


Solução. Como f(-1) = 0, temos que (x + 1) é um fator de f(x). Pelo divisão de polinômios temos que 
fl) =(x+ DG -x2 +x— 24). 


Aplicando o Teorema das Raízes Racionais, qualquer raiz racional de x — x? + x + 24 deve pertencer o 
conjunto 
(+1, +2, +3, +4, +6, +8, +12, +24). 
Verificando temos que nenhum deste números é uma raiz e não podemos fatoriza mais f(x). 
Exemplo 2.5.11. Fatorize o polinômio f(x) = 2xº — 5x? — 2x2 - 4x +3 € Cla]. 


Solução. Aplicando o Teorema das Raízes Racionais, se a = : for uma raiz racional de f(x) com 
mdc(p,q) = 1, então 
pI3 e ql2. 


Portanto, p E (-3,-1,1,3) eg e (1,2). Logo, os candidatos a raiz racional de f(x) são 


p 


a=Le(1,-13,-3,5 e 5) 


/ 2" e E 2 
Agora verificamos estas possibilidades: 

1) =-6%0, f(-1)=12%0, H(-3)=294%0, H3)=0 e f(1/2) =0. 
Como 3 e 1/2 são raízes de f(x), temos pelo algoritmo da divisão 


fo) = (2x2 +2x+7(x- 3x — 5) 


(ES fe 


f(x) = (2x2 + 2x + Dx — 3x — >. 
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2.5.4 Polinômios irredutíveis 





Observação. Seja K um corpo e pelo Teorema 2.5.2(e) temos que as unidades de K[x] é 
U(K[x]) = K — (0). 
Portanto os elementos associados a f(x) e K[x] são laf(x) : ae K-— (0). Portanto 
f(x) =ah(x) com ae K-t(0) e h(x) e K] 
é uma fatorização trivial. 
Exemplo 2.5.12. Sep(x) = 2x +4 = 2(x +2). Então 


e p(x) é irredutível sobre O pois 2 é uma unidade em Q mas 


e p(x) é redutível sobre Z pois 2 não é uma unidade em Z. 
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Exemplo 2.5.13. (Irredutibilidade depende do anel R) 


e x2-2 éirredutível sobre Z. e sobre Q, mas redutível sobre R, pois (x2—2) = (x— 2) (x + 2) 
em R[x]. 


e x2 +2 éirredutível sobre R, mas é irredutível sobre C pois x? +2 = (x — iN2)(x +iN2) em 


Cl]. 


Teorema 2.5.11. Seja K um corpo e seja p(x) e K[x]. Se grau p(x) = 1, então p(x) é irredutível 


sobre K. 





Demonstração. Se p(x) = a(x)b(x) para alguns a(x), b(x) e K[x], então 


1=grau p(x) = grau [a(x)b(x)] = grau a(x) + grau b(x), 


pois K é um domínio de integridade. 
Como grau a(x) > 0 e grau b(x) > O temos uns dos graus deve ser 0. Portanto a(x) ou b(x) é 
um constante não nulo, logo uma unidade pois K é um corpo. Portanto p(x) é irredutível sobre 


K. E 


Observação. Note que o resultado acima é falsa se K não é um corpo. 
Por exemplo, p(x) = 2x +4 e Zlx] é de grau 1, mas p(x) = 2(x +2) enem 2e x + 2 é uma unidade em 


Z. Portanto p(x) é redutível sobre Z. 


De fato, se R é um domínio de integridade que não é um corpo, então existe um elemento r £ O em R 


que não é uma unidade, e portanto f(x) = rx é redutível sobre R. 


Teorema 2.5.12. Seja K é um corpo e f(x) e K[x] com grau f(x) > 2. Então f(x) é irredutível 


sobre K se f(x) não tem raízes em K. 





Demonstração. Se f(x) tem uma raiz a e K, então f(x) = (x — a)p(x) para algum p(x) e K[x] com 
grau p(x) > 1. Como ambos (x — a) e p(x) não são unidades de K, segue que f é redutível. 


Portanto, se f(x) é irredutível sobre K, então f(x) não tem raízes em K. E 
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Teorema 2.5.13. (Teste de redutibilidade para graus 2 e 3). Se K é um corpo e f(x) e K[x] 


com grau f(x) =2 0u3, então f(x) é irredutível sobre K se, e somente se, f(x) não tem raízes em K. 





Demonstração. 
(=) Segue do teorema acima. 


(=) Se f(x) é redutível, então f(x) = a(x)b(x), onde a(x), b(x) e K[x] não são unidades em K. 
Como K é um corpo, isto implica que a(x), b(x) é K, e cada um tem grau pelo menos 1. 
Mas 


grau a(x) + grau b(x) = grau f(x) =20U8, 


logo um dos grau a(x), grau b(x) é igual 1. 
Ê 
Portanto, f(x) tem um fator sx +t e K[x] degrau l,ea raiz x = Es K, pois K é um corpo. 


Portanto, se f(x) não tem raízes em F, então f(x) é irredutível sobre K. 


Exemplo 2.5.14. 


(a) O polinômio x? —- 2 éirredutível sobre Q mas redutível sobre R pois ele tem uma raiz em 


R mas não em O. 


(b) O polinômio x2 +1 éirredutível sobre R mas redutível sobre C pois ele tem uma raiz em 


C mas não emR. 
(c) O polinômio 2 +2x +x+2 éirredutível em Zs[x] pois ele não tem raízes em Zs. 
(d) O polinômio x2— 2 é redutível em R[x] mas irredutível em Zs[x]. 


(e) O polinômio x2 +2 é irredutível em R[x] mas redutível em Zs[x] (em particular, x +2= 


(x + 2)(x + 1) E Za[x]) 
Observação. 


e Se K não é um corpo, então f(x) pode tem um fator de grau 1 mas nenhuma raiz. Por exemplo, 


f(x) = 622 — 13x + 6 = (2x — 3)(3x — 2) 
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não tem raízes em Z. mas ela não é irredutível sobre Z. 


e Segrau f(x) > 4, então f(x) pode ter fatores não constantes mas sem raízes. Por exemplo, 
fo)=2"+302+2=(22+ 1x2 +2) 


não tem raízes em O, mas não é irredutível sobre O. 


Exemplo 2.5.15. Determinar todos os polinômios irredutíveis de grau 2 em Z»[x]. 


Solução. Estes polinômios são da forma 
x +ax+b, com a be Zo. 
Como Z» = (0, 1) só tem dois elementos, podemos escrever todos estes polinômios: 
2.2 


x, 2+x, 241 e x+x+1. 


Isto é só existem 4 polinômios de grau 2 em Za[x]. Destes, o unico que não possui raizem Zp éx2 +x+1. 


Assim, 22 +x+ 1 éo único polinômio irredutível de grau 2 em Zo[x]. 


Teorema 2.5.14. Suponha que f(x) e C[x] com grau f(x) > 1. Se escrever f(x) = ag +ajx+---+ 


anx”, an + 0, então f(x) fatoriza como f(x) = an(x — zi)(x — 2) ---(x — za), onde 21,:** ,Zn são 


raízes de f(x). Em particular, as únicas polinômios irredutíveis em C[x] são lineares. 





Demonstração. Por indução sobre o grau de f(x), usando a Teorema Fundamental da Álgebra. 


Teorema 2.5.15. Se f(x) e R[x] é um polinômio não constante, então f(x) fatoriza (em R[x]) como 


produto de polinômios de grau no máximo 2. Em particular, os polinômios irredutíveis em R[x] são 


lineares ou quadráticos. 





Demonstração. Por indução sobre o grau de f(x). O caso grau f(x) < 2 é imediato. Assume que 


o resultado valido por polinômios de grau < n e considere f(x) com grau f(x) = n +1. Existe 2 
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casos: 


(a) Se f(z) = O para algum z E R, então f(x) = (x — z)g(x) e grau g(x) = n. O resultado então 
seguir do hipótese de indução aplicado g(x). 


(b) Caso contrario, f(x) não tem raízes reais. Pelo Teorema Fundamental da Álgebra, ela tem 


raiz complexo z. Então f(z) = 0 e portanto f(Z) = fz) =0=0. Portanto, 


f(x) = (x— 2x — Dg() = (122 — (2 + Dx +27) g(x0), 
mm 
e Rx] 


e o resultados de novo seguir do hipótese de indução para a g(x). 


Teorema 2.5.16. (Redutibilidade sobre O = Redutibilidade sobre Z). Seja f e Z[x]. Se f 


for redutível sobre Q então ele vai ser redutível sobre Z. 





Demonstração. Exercício n 
Existe uma espécie de recíproca do teorema acima: 
Definição 2.5.9. Um polinômio a,x" +--.+ax+ag € Zlx] é dito primitivo se 


mdc(a,,::: ,ag) = 1. 


Exemplo 2.5.16. 
(a) 2x + 1 é primitivo pois mdc(2,1) = 1. 


(b) 4º + 2 não é primitivo pois mdc(4,2) = 2. 


Teorema 2.5.17. (Lema de Gauss). O produto de 2 polinômios primitivos é um polinômio 


primitivo. 
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Demonstração. Exercício 


Proposição 2.5.18. Se fe Z[x] é primitivo de grau > 1, então 


fé irredutível em Z[x] se e somente se f é irredutível em Olx]. 





Demonstração. Exercício E 


Teorema  2.5.19. (Teste de Irredutibilidade mod p). Seja p um número primo e suponha 


f(x) e Zlx] com grau f > 1. Seja f é o polinômio obtido de f reduzindo todos os coeficientes mod p. 


Se f é irredutível mod p, isto é, sobre Z, e grau(f) = grau(f) então f não se escreve como produto 


de polinômios de grau > 1 em Z[x]. Em particular, f é irredutível sobre O[x]. 





Exemplo 2.5.17. Mostre que g(x) = xt — 7º +5xº — 3x — 9 é irredutível em Qlx]. 


Solução. Para mostrar que g(x) = x* —- 7 +5xº —- 3x — 9 é irredutível em Qlx], usamos o Teste de 
Irredutibilidade mod p 
Seja & é 0 polinômio obtido de g reduzindo todos os coeficientes mod 2. Então g(x) = 2º +22 +72 +x+1. 


Portanto basta provar que &(x) é irredutível em Zo[x] 


Observamos primeiro que &(x) não tem raízes em Z» pois &(0) = 1 e g(1) = 1. Portanto pelo Teorema 


do Fator &(x) não tem fatores lineares. Além disto, &(x) não tem polinômios de grau 3. 


Portanto precisa verificar fatores irredutíveis de grau 2. De Exemplo 2.5.15, sabemos que x? + x + 1 


é o único polinômio irredutível de grau 2 em Zo[x], portanto vamos divide g(x) por x? + x +1: 






rar 4x+4l] x24x41 


= x! =x? =x? 






x +3x+5 


x +1 
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Assim, na divisão temos um resto de x +1 £ 0, ou seja 2 +x+1 não éum fator de f(x). Portanto &(x) 
é irredutível. 


Portanto pelo Teorema 2.5.19, g(x) é irredutível em Ola]. 


1 


Teorema 2.5.20. (Critério de Eisenstein-1850). Seja f(x) = aqx” + ax” 


+---+ap e Z[s]. 


Se existe um primo p tal que 
pra 
e pla;parai=0,1--:,(n-—1) 
pra 


Então f não se escreve como produto de polinômios de grau > 1 em Zlx]. Em particular, f é 


irredutível sobre Q[x]. 





Exemplo 2.5.18. Mostre que f(x) = 2º + 63º — 1232 + 18x? — 24x — 60 é irredutível em Qhd]. 


Solução. Para mostrar que f(x) = 2º + 61º — 12%) + 18x? — 24x — 60 é irredutível em Qlx], usamos o 
Critério de Eisenstein com p = 3. 
De fato 

311, 3]6, 3/(-12), 3/18, 3I(-24), e 3/60, mas 32 460 


Portanto, pelo Critério de Eisenstein, f(x) é irredutível em Olx]. 


2.5.5 Anéis Quociente de polinômios sobre um corpo 


Neste seção, vamos explorar a estrutura do anel quociente Kid, onde K é um corpo e I é um ideal 


de K[x]. 


Teorema 2.5.21. Seja K um corpo e seja 1 um ideal não nulo de K[x]. Então existe um único 


polinômio mônico f(x) e K[x] tal que I é gerado por h(x), isto é, 


1= (69) = f6)KL] = (fC)g() | g(9 E Kha). 
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Demonstração. Seja 1 um ideal não nulo de K[x]. Então I contem polinômios não nulos e por- 
tanto ele contem polinômios mônicos ( pois como 1 um ideal, podemos multiplicar qualquer 
polinômio pelo inverso do coeficiente dominante para obter um polinômio mônico em 1). Entre 
todos estes polinômios mônicos em 1, escolhemos aquele de grau minimal. Portanto ( f (19) Ed: 


Agora suponha que f(x) E T. Pelo Algoritmo da Divisão, podemos escrever 
g(x) = q(x) f(x) + r(x) onde g(x),r(x) e K[x] com r(x) = 0 ou grau r(x) < grau f(x). 


Suponha que r(x) 4 O e seja a o coeficiente dominante de r(x). Então a !r(x) é um polinômio 
mônico e 
atr(9 = 0 (fx) — g()g(o)) El. 


Mas grau(ar(x)) = grau r(x) < grau f(x), que contradiz o escolhe de h(x). Portanto r(x) = 0 e 


1= (69). E 


K 
Assim, do Teorema 2.5.21, vamos explorar a estrutura de anéis Sos Kum corpo e f(x) e K[x] 
x 


um polinômio mônico. 


Teorema 2.5.22. Sejam Kum corpo, f(x) = ao+mx+a,x" e K[x] el = (169) comn = grau f(x). 


Então todo elemento de R = Kbdy, tem uma representação única de grau< n — 1. Portanto o anel 


quociente R = Kbdy, é dado por 
R=(bo+byt+ bot ++ ba bo, ,by1 EK. 


Além disto f(t) = 0. 





Demonstração. Seja g(x) + 1 E Kd. Pelo Algoritmo da Divisão de Euclides, Teorema 2.5.3, 
existem g(x), r(x) e K[x] tais que 


s69) = q(20) f(x) + r(x) 
com r(x) = 0 ou O < grau r(x) <n. Assim, 


ro) =bo+amx+ box ++ bar 
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é um polinômio de grau < (n — 1) e 


go) +1 = botbx+bo ++ bra + aQ)f) + 

= botbx+box + +bpgx t+ pois g(x)f(x) ET 

= both(x+D + bag + TP cm barata Do! 

= botbit+bP+--+bagt pela mudança t=x+1 

Portanto 
Ka] 2 n-1 
cio bo tht+bnt +-c+baat | bob, ee: bar EK). 
Além disto 


fo) = fe+D 


= wtrma(x+D+a(x+D +---+an(x +" 


= W+rax+ax +ax! +I1 


= I4+1=0 


Exemplo 2.5.19. Descrever o anel quociente — bl | 
<x3-2> 


Solução. Pelo Teorema 2.5.22, temos que 


Ol] 


— > e fa? +bt+cla,b,c e OQ), com P-2=0. 


<x$-2> 


R[x] 


Exemplo 2.5.20. Descrever o anel quociente ———. 
spo dl 


Solução. Pelo Teorema 2.5.22, temos que 


R 
el e fat+blabe Rj, com 2+1=0. 
<x+1> 


Vamos mostrar que 
R[z] 
<x24+1> 


IR 


C. 
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Definimos uma aplicação 


p:iRSC p(fat+b) =ai+b 


Como É + 1 = O temos que P=-le portanto, 


(lat + bllct + dl) = Ea + (ad + bo)t + bd) 


(Inc 
- 


= (ad+boi+ (bd — ac) 


= q([ac(=1) + (ad + bot + bd]) 


[ad + be)t + (bd — ac)]) 


= (ai+b)ci+d) 
= (lat + b])p(lct + d]) 


Além disto, 


p(lat +b]+ [ct + dl) = p(l(a +ot+(b+ a) 
= (a+oi+(b+d) 
= (ai+b)+(ci+d) 
= (lat + b]) + q(lct + d]) 


Portanto q é um isomorfismo de anéis. Logo 


R[x] 


Datos  U. 
<x+1> 


Zo|x] 


Exemplo 2.5.21. Construa as tabelas da soma e produto do anel quociente E Conclua 
x 


Zo[x] 
<x2> 





que não é um corpo. 


Solução. Pelo Teorema 2.5.22, temos que 


zZ = tê 
DA e eniabeni= 1,t, 1+t), com 2 =0. 


<x2> 


Usando o fato que É = O construirmos as tabelas de soma e multiplicação: 
q picaç 
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+ Jo it o qru 
1, E 1 





Feforalio 





Zo|x] 


<xº> 





Observe que o anel não é um corpo pois, por exemplo, o elemento não nulo t não é inversível. 


Zo[x] 


Exemplo 2.5.22. Construa as tabelas da soma e produto do anel quociente ——"—"—. 
srs 


Zolx] 
Conclua que ———— é um corpo. 
<x3+x+1> 


Solução. Pelo Teorema 2.5.22, temos que 


Zo|x] 


DTD =(at+blabeZ,)=(0,1,t,1+t),com P+t+1=0. 
<x +x41> 


Usando o fato que? + t+1 =0, temos que? = -t-1 =t+ 1. As tabelas de soma e multiplicação: 


eo pe 
o jo [i[e jim 
Rene 


Ee 


eps po a) 
Tefielo |ifo] 


Zolx 
Observe que o anel e é um corpo com 4 elementos. 
<2+x+1> 





(Como Za não é um corpo, este anel quociente não é isomorfo a Z4). 
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Teorema 2.5.23. Sejam K um corpo e f(x) E K[x] com grau f(x) > 1. Então o anel quociente 


K[z] 


é um corpo se f(x) é irredutível. 


(169) 





; K[x] 
Demonstração. Vamos provar que em ——— 
De fato, se g(x)+ < f(x) >£ 0+ < f(x) > então g(x) g< f(x) > . Logo existe g(x) e K[x] 


, toda classe não nula g(x)+ < f(x) > é invertível. 


satisfazendo g(x) = f(x)g(x). 


Assim f(x) não é fator de g(x) e consequentemente, como f(x) é irredutível, 
MDC (f(x), g(x) = 1 
Logo pelo Teorema 2.5.6, existem polinômios a(x), b(x) e K[x] satisfazendo 


a(x) f(x) + b(x)g(x) = 1 


La(x) f(x) + bl) g(x)]+ < f(x) >= 1+ < f(x) > 


Za[x] 


Exemplo 2.5.23. Determine todos os valores dea « Zs tal que o anel quociente ———————— 
<0$+x+ax+1> 


é um corpo. 


Solução. Seja f(x) = x2+x2+ax+1. Basta determinar o valores de a E Za para que f(x) seja irredutível. 


Como f(x) é grau 3, basta verifique que f(x) não tem raiz em Za. 


EDER 
Loo [a fafu+ 


Portanto f(x) não possui raizem Za sea =1. 


2.5.6 Exercícios Resolvidos 


Exercício 2.5.1. Dados f(x) e g(x) e Alx], determine 


h(x) = f(x) + g(x) e p(x) = f(x)g(x) para 
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(a) f(x) 


págis 


og sd g(x) =32 —-4x-2 E Rh] 


Di) +x-x+4, gd)=32+2 E Ze] 


(c) f(x) =)! +22 -x+4, g(x) =22 +x+3 €Zs[x] 


(d) f(x) =2x2 -4x+3, g(1)=4x-5 E Zglx] 


h(x) = f(x) + g(x) : 


-2º +32 —x +4 


+ 


—3º +4xº — 


plo) = Fo)g(a 


— 


Solução. (a) 
+22 


XxX 3x? 


3x2 —4x—2 


5x +2 


): 
—x +4 


—4x —2 


—32º +3xº —3xº +12x? 


+4x4 


—32º +7x! 


h(x) = f(x) + g(x) : 
2%) +22 —x+4 
+ 32º +42 


2x) +42 —x +6 


(b) 4 pl) = fedg(o: 
Dx + —x +4 
x 3x? Po 


62º +3x4 —3xº +12x? 


+49) +2x? 


62º +3x4 +32 +14x? 


—432 +4xº —16x 
+2%) 2x? +2x —8 


—5x2 +14xº —14x —8 


=> ho) =2 +42 —x 


=> h(x) = =xº 44% -5x +2 


> p(x) = 32º +73! —- 5x2 + 14x? — 14x —8 


=> p(w)=3/ +32 +2x]-2x+2 


—2x +8 
—2x +8 
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h(x) = f(x) + g(x) : 
3x! +72 —x+4 
+ Va4x43 >h()=38+37+2 


3% +37? +47 


pl) = FO)g(o : 


3 +22 —x +4 


(c) 


XxX 2x2 +x 43 
6xº +070º —2x! —2x) +8x2 6.55 % 3 = 
Sp(l)=2 +30 +23 —-xº +x+2 
+30 +04 +3º —xº +4x 
+9%* +32? —3x +12 


6% +32º +11xº —32 +10x2 +x +12 


h(x) = f(x) + g(x): 
2x2 —4x +3 
+ 4-5 >hg)=2»-2 
wo 


(d) 4 p(x) = flo)g(x) : 


2x? 4x +43 
x 4x  —5 
8x —16x2 +12x => p(x) = -2x —7 


—10x2 +20x —15 
8x —26x2 +32x —15 
Exercício 2.5.2. Dados f(x) e g(x) e A[x], determine p(x) e A[x] tal que f(x) = g(x)p(x) para 
(a) f(x) =ó+xt474+x-x-], g(x) =34+20+2 -x+1 €Z4b] 


Dio) =2-2+47+5, g(0)=37+2 E Zy[x] 


Solução. (a) Como f é um polinômio mônico de grau 6e g também é um polinômio mônico de grau 4, 


temos que p é um polinômio mônico de grau 2, ou seja p(x) = 22 + bx +. 
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f09 = g(p(a) 
x +28 +2x? =x +1 
x E +bx +c 
E 4d +2x4 —ê +22 
+ +2bx* +2bx? —bx? +bx 
+cx! Dex +2cx? —CX + 


sro +(2+2b+ 0x! H=1 +2b +20) +(1 —b +20 +(b = c)x +c 
Agora comparamos com f(x) = xº + x! +72) +22 -x—1: 


e Igualando os coeficientes dos termos xº, temos 


2+b=0>b=-2>b=2emZa 


e Igualando os coeficientes dos termos constantes, temos 


c="1>c=3em Zu 


Portanto p(x) = x2 +2x+3. 
(b) Como f é um polinômio grau 4 e g também é um polinômio de grau 2, temos que p é um polinômio 


de grau 2, ou seja p(x) = ax + bx + c. 


fe) = g6op() : 
3x? +2 
x ax? +bx +c 
3ax* +20 
+3bxê +2bx 


+3cx? +2c 
303º +3bxº +(2a + 30)x? +2bx +2c 


Agora comparamos com f(x) = x! -x2 +4x+5: 


e Igualando os coeficientes dos termos x*, temos 


32=1>1=5emZ; 
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e Igualando os coeficientes dos termos 2, temos 
3h=-1>b=2emZ; 
e Igualando os coeficientes dos termos constantes, temos 
220=5>c=6emZ; 


Portanto p(x) = 5x2 + 2x + 6. 
Exercício 2.5.3. Determine todos os polinômios de grau 2em (a) Zo[x] (b) Zalx]. 


Solução. (a) Os polinômios de grau 2 em Zo|x] são da forma 
2 +bx+7, com Gel), belO, 1)ece(0,1). 


Há 1 escolha para a e 2 escolhas para b e c. Aplicando o Princípio Multiplicativo da Analise 
Combinatória, concluímos que há (1 x 2 x 2) = 4 polinômios de grau 2 em Zo[x]. 


Logo os polinômios de grau 2 em Zo|x] são x, oe + 1), (x? +27), (x? +x+ 1. 


(b) Os polinômios de grau 2 em Zslx] são da forma 
ax? +bx+7, com 1€ (1,2), be (0,1,2)ece (0,1,2). 


Há 2 escolha para a e 3 escolhas para b e c. Aplicando o Princípio Multiplicativo da Analise 

Combinatória, concluímos que há (2 x 3 x 3) = 18 polinômios de grau 2 em Za]x]. 

Logo os polinômios de grau 2 em Zs]x] são e É sa 1), (2 +27), (1x2 +29), 

(1x2 +x+ 1), (2 +x+2), (42 +29), (12 42x + 1), (2 +2x+2), 2x2, (2xº + 1), 

(2x2 +2), 202 +91), 02 +x+1), 0x +x+2), Qu +29), 2x2 42x +41), 2x2 +2x +42). 
Exercício 2.5.4. Seja A = Ip(x) e Zalx] — (0); gr(p(x)) < 3). Determine quantos elementos o 


conjunto A possui. 


Solução. Sejam q(x) e Z4[x] o polinômio identicamente nulo e B = Ig(x)JU A 
Se t(x) e B, podemos escrever t(x) = mx +bx2 +0x +d, onde (a, b,c,d) e (0,1,2,3). Aplicando o Princípio 
Multiplicativo da Análise Combinatória, obtemos que há 


(4x 4x 4x 4) = 256, polinômios em B. Portanto há 256 — 1 = 255 polinômios p(x) E A. 
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Exercício 2.5.5. Determine as raízes em A dos seguintes polinômios p(x) e A[x] : 
(a) p(x) = x +20 +22 -x+2 E Zu 
(b) p(x) = 2x0 4340 43724377 433442 E ZG]. 
(c) p(x) = x +22 +1 E RI] 


Solução. (a) p(x) = x! +22 +27] - x 
pO=0+2.0 42.0 -D+2= 
= —A4 =D es — 
p(1 e 1+2:1-14+2=2 
pl 

E = 
p() = 3º +2.3 42.3 -3+42=0 


Portanto, as únicas raízes em Za são 2. e 3. 


NI 


) 
) 
= 


(b) p(x) = 2x0 +32 4374 +37 +34 +2 
Como p(O) =2, temos que O não é raiz de p(x). 


Sek £ 0, isto é, se 7 não divide k, podemos aplicar o Teorema de Fermat, ou seja 


kº = 1 (mod 7) 

Logo, 

kº00 = (ké)100 = 1 (mod 7) 

kl? = (4.18 = JÊê (mod 7) 

k* = (K)2.K2 =kº (mod 7) 

KR” = (6. =Ié (mod 7) 

K* = (kk =k2 (mod 7) 
Portanto, se k + 0, temos 

p(k) = -2 RE EB SD) EM IE 
- 243.8 43.7 +43.843.R+42- 
S4eBi.- tes ED —2 
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Portanto, a única raíz em Zy é 6. 


(co) p(x) = 2º +22 +41 


Para qualquer a E R, temos que à? > 0e a* = (0? > 0. 


Logo f(a) = 0º +02 +1>1>0paratodoa ER. 


Portanto, f(x) não possui raízes em R. 
Exercício 2.5.6. Seja F um corpo 
(a) Prove que (x) = lxp() Ip(x) E FLd) é um ideal de F[x]. 


(b) Seja p(x) = apx” + aaxol +... +ax+ao. Prove que a função 


Do : Flx] — F definida por Do(p(x)) = aq é um homomorfismo. 
(c) Determine o núcleo de do. 
(d) Usando o Teorema Fundamental do Homomorfismo, conclua que E: be (x) E 
Solução. (a) (x) = [xp(x) | p(x) e Fl] 
(Do=x-0€(x) 40. 


(ii) Sejam f(x) = xp(x) e g(x) = xg(x) E (x). Temos 
fo) + g(0) = xp(9 + xg(a) = x(p(x) + q(59)) e (x). 


(iii) Sejam f(x) = xp(x) E (x) e g(x) e F[x]. Temos 


Resulta de (i), (ii) e (iii) que (x) é ideal de F[x]. 


n 


(b) Sejam p(x) = o ax; e q(x) = e b;x; e F[x]. 
i=1 


i=1 


k m+n 
Se p(x) + q(x) = e cix; e p(dg(x) = o d;x;, temos co = ao + bo e do = ao : bo, portanto: 
i=1 i=1 


( Do(p(x) + q(2)) = co = ao + bo = Do(p(a)) + Po(g(x)). 


(ii) Do(p6JaGO) = do = ao + bo = Do(p()) - Do(g(o). 


Resulta de (i) e (ii) que Do é homomorfismo. 
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(c) Seja N(Do) o núcleo de Do. 


(1) Se f(x) = Dam; e N(Do), então 


i=1 


0 = ag = Do(p(x)) > p(x) = ax” + An pes pa = 


= x(an0 tax? + mm) E (x) 


Logo N(Do) € (x). 
(ii) Se f(x) = xp(x) E (x), como f(x) tem termo independente nulo, temos 
Do(f()) = 0 => f(x) E N(D0) > (x) c N(Do). 


Resulta de (i) e (ii) que Do = Rel: 


(d) Vamos mostrar que Im(Do) = E, ou seja, que Do é sobrejetora. 
De fato, dado a E F considere o polinômio constante pa(x) = a. Temos que Do(pa(x)) = a, o que 
mostra que Do é sobrejetora. 


Portanto, resulta do Teorema Fundamental do Homomorfismo que 
Fls) = Fll/n(õo) = Im(Do) = F 


Exercício 2.5.7. Determine polinômios g(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)g(x) + r(x), er(x) = 0 ou 


grau r(x) < grau g(x) : 
()fo)=-7x+1, g()=22+1 € QL] 
(b) flo) = 4x4 +20 +62 +47 +5, g(0)=32 +2 E Zy[x] 
() fl) = 3º +20 +20! +40 +72 -x+44, g0)=20 +47 -x+3 E Zslx] 
(A) f(x) =202-4x+3, g(0)=7x-5 E Zglx] 
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Solução. (a) 





1 1 
Portanto, q(x) = 5º q e v(x) = —7x+ — 





(b) 
42º +22 +6x2 44x +45] 372 +2 
— 434 —5y? 6x2 +3x+5 
2%) +x2 +4x 
—2%º —6x 
x -2x45 
—x? —3 
—Ix +2 
Portanto, q(x) = 6x2 +3x+5 e r(x)=5x+2 
(c) 


32º +20 42x! 447º +22 x +44] 20) 44x2-x +43 





32º =? +43! -Dyº 4 +32 +2x+41 
x atada 
— 2x! 439º —4x? 
4! -3x2 —x 
DA =D" 40x a 
2 x? -Dx+44 
—2xº —4y2 +x —3 


-x +41 


Portanto, q(x) = 4 +32 +2x+4+1 e Mx)=44+1 
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(d) 
2x2 4x +3 [7x — 5 





=D 6x+6 
2x +3 
—2x —2 
1 





Portanto, q(x) =6x+6 e r(x)=1 
Exercício 2.5.8. Seja R o anel F Db)! + x? + 1). Suponha que 


x =agê +ax +ax+ay emR 


Calcule os números ao, 1, a2, aa. 


Solução. Dividimos x” por x* +22 +1: 





x 
q 
abre nd 
O ++ 
x 
Portanto 
x =tçtrr+rDi =-2)+x (*) 


7 


Reduzindo (x) modulo (xº + x? + 1) podemos ver que x' = x em R 


Portanto, ao =) =a3=0em =1. 


Exercício 2.5.9. (a) Ache todos os zeros e suas multiplicidades de 2 +48 444 -x2-44+1 E 


Zs|xº] 
(b) Determine se o anel Zi — 16) é um domínio de integridade. 
Solução. (a) Seja f(x) = xº + 4x! + 4º — x? — 4x + 1. Podemos verificar que 
HD= 0 +40! +41P- (1 -41)+1=5=0em Zs 


HD= +43) +43 (32-43) +1=555=0em Z5 
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Portanto 1 e 3 são raízes de f(x), podemos aplicar Briot-Ruffini 





Isto nos dá a fatoração 


fo) = 0 +4t+4-x2-44+1 


= (x-1x-3(x +3x2 +3x+2) 
Seja g(x) = xº + 3x? + 3x + 2. Podemos verificar que 
Ss) =(3 +32 +3(3)+2=65=0em Zs 
Portanto 3 é uma raíz de g(x) e podemos aplicar o Briot-Ruffini 


1332183 
11 1/0 


Isto nos dá a fatoração 


gs) = 2+382+3%+2 


(x- 3x2 +x+1) 


Seja h(x) = x? + x + 1. Podemos verificar que 


HD)=(12+1+1=3*0em Zs 
h(2)=(22+2+7=2%0em Zs 
h(3)=(32+3+1=3%0€em Zs 
h(4) =(42+4+1=1*%0em Zs 


Portanto h(x) não possui raízes em Zs5. Assim, a decomposição de f(x) em Zs|x] é 


f(x) = (x — Dx — 3)2(x? +x+1) 
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Logo os zeros de f(x) são x = 1 com multiplicidade 1 e x = 3 com multiplicidade 2. 


(b) Zi — 16) NÃO é um domínio de integridade, pois 
(12 = 44 (2º — 16)) e (x? 4 +(— 16)) são 2 elementos não nulo em Zb)s — 16). Mas 


(12 —4 4 (44 — 16) (22 +44 (x! — 16)) =0Oem Zb)(s — 16): 


Exercício 2.5.10. (a) Mostre que x2 +2 éirredutível em Zs[x]. 
(b) Factorize x* — 4 como um produto de fatores irredutíveis em Zs5[x]. 


(c) Para que valores dek, (x + 1) é um fator de (x! + 24º — 322 + kx + 1) em Zs[x]? 
(d) Para que valores dek, (x — 2) é um fator de (x* — 522 + 5x2 + 3x +) em Qfx]? 


Solução. (a) Suponha que por contradição que x? + 2 é redutível. Então x? +2 = (x +a)(x + b) para 


algum a,b e Zs. Portanto, 


Wc +2=(x+a)x+bD)=r+(a+bx+ ab. 


Implica quea+b=0ecab=2,ouseja,b=-aeal =-ab=-2=3.Masparaa E Zs = 


(0,1,2,3, 4), podemos verificar que a? =0,10u4. Este contradiz o fato que a? = 3. Portanto x? +2 
é irredutível em Zs. 
Outra Solução: 


Seja f(x) = x? + 2. Queremos os raízes de f(x) em Zs[5]. 


fO)=(0/+2=2 
f=)+2=83 
fD)=(0)+2=6=1 
f9=(82+2=11=1 
Ha = (42 +2=18=3 


Portanto f(x) = x2 + 2 não possui raízes em Zs5[x] e portanto ela é irredutível em Zs[x]. 


(b) De parte (a) sabemos que x2 +2 éirredutível em Zs[x] e um argumento similar mostra que x +36 
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também irredutível em Zs[x] Portanto 
x -s=(08-2=(2-)U02+7)=(02+43)(2 +42) 


o produto em irredutíveis. 


(c) Seja f(x) = x! +24) — 3x2 + kx + 1. Aplicamos o Teorema do Fator que diz que (x + 1) é um fator 
] p q q 


de f(x) em Zs[x] se e somente se —1 é uma raiz de f(x), ou seja, 
0=HD=( D+ AIP HIP +) +1=k—3. 


Portanto (x + 1) é um fator de x* + 22%) —- 322 +kx+ 1 em Zs sek = -30uk=2. 


(d) Seja f(x) = x! — 5x? + 5x? + 3x + k. Aplicamos o Teorema do Fator que diz que x — 2 é um fator de 
] P q q 


f(x) em Olx] se e somente se 2 é uma raiz de f(x), ou seja, 
0=f(20)=22-5.2+5.243.2+k=k+2. 


Portanto (x — 2) é um fator de x! — 522 + 522 + 3x + k em Qlx] se k = —2. 


Exercício 2.5.11. Determine quais dos seguintes polinômios no anel R são irredutíveis. Para 


aqueles que são redutíveis, escreva eles como produto de polinômios irredutíveis. 
Z Ps 
()R= =D], fo)=r+x +x+1 


DR= Sl, f)=+2+1 
(DPR=Rkb], fW)=3!+x-1 
(DR=Z], flo)=x-2*+22-2 
()R=OL], H)=20 +58 +48+7%2+7x+2 
(DR=Zanlx), fo)=2"+1 
Solução. (a) Primeiramente observamos que f(1) =1+1+1+1=4=0 portanto x-1 éum fator 


de f(x). Aplicando o Briot-Ruffini 


1111/1 
10 1/0 
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Isto nos dá a fatoração 


fo) = 2+2+x+1 
= (x-Dt +1) 
Z 
Mas x2+1=(x-1(x-—-1)em —. 
as x (x — 1)(x — 1) em 37 : 
Portanto a decomposição de f(x) em 7 é 


FO) = (= Da Da 1) = (2-1) 


(b) Primeiramente observamos que f(1) = 1+1+1=3 = O portanto x—1 éum fator de f(x). Aplicando 
o Briot-Ruffini 
DR PA NE 
) d<2] 0 


Isto nos dá a fatoração 


$+x+41 


— 
s 
H 


= (x-1)(x2 +x+2) 


, Z : 
Como x? + x + 2 não tem raízes em 37 ela é irredutível. 


Z 
Portanto a decomposição de f(x) em 3Z é 


fHo)=(x-Dax +x+2) 


(c) Se f(x) = xt +x-—1 então f(0) = —1e f(1) = 1. Portanto pelo Teorema do Valor Intermediário 


existe uma raiz real entre 0e 1. Portanto f(x) não é irredutível em R[x]. 


(d) Se f(x) = x —- 2x8 +2x%º — 2 então f(1) = 0. Portanto pelo Teorema do Fator, (x — 1) é uma raiz de 


f(x). Aplicando o Briot-Ruffini 


1100020 2/1 





1000022] 0 
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Isto nos dá a fatoração 


x —- 8 +22-92 


= 
S 
HI 


= (x-D(xº+2x+2) 


Seja g(x) = xº+2x+2. Então g(x) é irredutível em Z[x] usamos o Teorema 6(Critério de Eisenstein) 
com p = 2. 
De fato 

241, 22, e 22, mas 242 


Portanto, pelo Critério de Eisenstein, g(x) é irredutível em Zlx].. 


Portanto a decomposição de f(x) em Zlx] é 


Fl) = (x + Da + 2x +42). 


(e) f(x) = 2º +51! + 428 +7x2 + 7x +2 € Ol]. 


e Primeiramente procuramos raízes. Como ay = 2 e as = 2, pelo Teorema 2 (Critério da Raiz 


Racional), temos como candidato x = —2. Verificando esta possibilidade temos 
f(-2) = -64+80 -32+28-14+2=0 


Portanto x = —2 é uma raíz, ou seja (x + 2) divide f(x). 


e Aplicando o Briot-Ruffini 





Isto nos dá a fatoração 


202 +53! +48 477242 


fo) 


(+ 22x +20 +27 +37 41) 


e Agora consideramos g(x) = 2xº + 2º +2xº + 3x + 1. Como ão = 1e ag =2, pelo Teorema 


1 
2 (Critério da Raiz Racional), temos como candidato x = = Verificando esta possibilidade 
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temos 


1 1 ga 3 
Hosl=g-ata a tio 


1 
8 
|: , : 1 
Portanto x = -5 é uma raíz, ou seja (x + 5) divide f 


e Aplicando o Briot-Ruffini 
1 
a ho cre ads A esses, 


20220 


Isto nos dá a fatoração 


gg) = 22 +2)+222+3x+41 


1 
(x + eo +2x+2) 


(2x + DG +x +41) 


e Agora h(x) = x2 +x+1 não tem raízes em O, porque pelo Critério da Raiz Racional as únicas 


possibilidades são +1 (pois ag = az = 1), mas 
h(1)=1+1+1=3%0 e h(-1)=-1-1+1=1%0 


Porque, h(x) = 22 + x + 1 é irredutível, pois pelo Teorema 3:(Teste de redutibilidade para 


graus 2 e 3), um polinômio de grau 3 sem raízes é irredutível. 


Portanto, a decomposição de f(x) em Olx] é 


De 45x +40 7 + Tx +42 = (x +42)2x + Da +41) 


(D f(x) e] e Zunlx]. 


Consideramos g(x) = (x + 1)!!. Usando a expansão Binômio temos que 


11 1 1 11 


gx) = xl4 10 + x + 38 ++ x+1 
1 2 3 10 
11 11 11 1 
= fl)+ 10 + x + 38 + .0.+ a 
1 2 3 10 
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1 
Usando o fato que 11 paral <k< 10, temos que em Zy 
k 


apta nr 


Exercício 2.5.12. Prove os seguintes polinômios são irredutíveis. 
(a)xt +32) +22 +x+1 éirredutível em Z>|5] 
(b) x*- 7% +52 —- 3x — 9 é irredutível em Ql[x] 


(c) 2º + 63º — 122º + 18x? — 24x — 60 é irredutível em Q[x] 
Solução. (a) Para mostrar que f(x) = xt +02 +22 4+x+1 éirredutível em Zo[x], 


e Observamos primeiro que f(x) não tem raízes em Z» pois f(0) = 1.e f(1) = 1. Portanto pelo 
Teorema do Fator f(x) não tem fatores lineares. Além disto, f(x) não tem polinômios de grau 
3. 

e Portanto precisa verificar fatores irredutíveis de grau 2. De exemplo 2 (pagina 143 do livro), 
sabemos que x? + x + 1 é o único polinômio irredutível de grau 2 em Z»[5], portanto vamos 


divide f(x) por x? + x +1: 






x +96 4x2 4x 41 


Ea — Ei 






x 41 


Assim, na divisão temos um resto de x + 1 + 0,0u seja x2 + x + 1 não é um fator de f(x). 


Portanto f(x) é irredutível. 


(b) Para mostrar que g(x) = xt — 77º +5xº — 3x — 9 é irredutível em Ql[x], usamos o Teorema 5(Teste 
de Irredutibilidade mod p) acima: 
Seja é polinômio obtido de g reduzindo todos os coeficientes mod 2. Então g(x) = x! +12 +x2+x+1 
que sabemos que é irredutível em Zo[x] em parte (a). Portanto pelo Teorema 4, g(x) é irredutível 
em Olx]. 

(c) Para mostrar que h(x) = 28 + 62º — 123º + 1822 — 24x — 60 é irredutível em Q[x], usamos o Teorema 
6(Critério de Eisenstein) com p = 3. 


De fato 
341, 316, 3(-12), 3/18, 3H(-24), e 3/60, mas 32 460 
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Portanto, pelo Critério de Eisenstein, h(x) é irredutível em Q[x]. 
Exercício 2.5.13. Quais dos ideais I são maximal no anel R? 
(b)l=<x>, R=Zl[x]; 
()I=<x>, R= Ol]; 
()I=<x+x+1>, R=Zo[]; 
Solução. 
(a) Como Zr). x > E Z,que não é um corpo, temos que < x >C Zl|x] não é um ideal maximal. 
(b) Como Ob], x > & O, que é um corpo, temos que < x >c Ol[x] é um ideal maximal. 


(c) Como x? + x + 1 é irredutível em Z»[x] temos que Ly. epa E 


Portanto <x2 +x+1 >c Zo[x] é um ideal maximal. 


é um corpo. 


2.5.7 Atividade 


1. Determine todas raízes e suas multiplicidades do polinômio p(x) = 1º + 4x! + 4 -x2? -4x+1 E 


Zs|xº] 
2. Calcule o produto (2x2 + x + (2x2 + 3x + 2) em Zwlx] param =2,3,6. 


3. Seja f(x) = xt +12 +1 € Zo[x]. Determine se existem polinômios q(x), p(x) e Zo[x], ambos de 
grau 2, tais que f(x) = q(x) - p(x). 
4. Resolva a equação x? = —1 em Zs. 


5. Seja A = (p(x) e Zo[x]; gr(p(x)) = 9). Determine quantos elementos o conjunto A possui. 


6. Determine as raízes em Zs do polinômio 
p(x) = 308 4 4415 Dl Dl 4 1 é Zs[x]. 


(Sugestão: aplique o Teorema de Fermat: Seja p um numero primo, então 
a”! =1 (mod p) Vae Z, tal que p não divide a.) 


7. Em Zo[x] considere os polinômios pi(x) = 3x +5 e p>(x) = 6x +3 


(a) Determine, caso exista, um polinômio q e Zolx], tal que grau q=1epig =. 
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8. 


9 


10. 


11. 


12. 


do; 


14. 


(b) Determine, caso exista, um polinômio q e Zo[x], tal que grau q=1 e p>q = 0. 
Determine se os anéis abaixo são domínios de integridade. Justifique suas respostas. (a) Ze[x] 


Se F é um corpo e f(x), g(x) E F[x], prove que 


1 = (6) = pldfio + a(dg(o) | pl), al) e Fl) 
é um ideal de F[x]. 
Determine polinômios g(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)g(x) + r(x), e r(x) = O ou grau r(x) < 
grau g(x) : 
(a) f(x) =344+04+22+4x+1, g(x) =2 437 +x+3 €Zs[] 
(b) f(x) = rr re FM +, g(x) = 22 +42 427 +1 E Za] 
Suponha que o polinômio f(x) = 2 +at+bê + cx +4 e Rx] tem resto 4 quando dividido 


pelo polinômio (x — 1), tem resto 6 quando dividido pelo polinômio (x + 1) e que é divisível pelo 


polinômio (x — 2). Determine o valor do produto abc. 


O polinômio p(x) = x + 2 divide f(x) = xt +22 +x+1emZok? emZsk? emZsx])? em 


Zslx]? em Zos[x]? 
Determine para que números primos p o polinômio (x! + 1º +x2 +) € Zplx], admite a raiz 2. 


Em cada um dos seguintes casos escreve o polinômio f(x) em produtos de polinômio irredutíveis 


no anel R: 


(a) R = sEb fo)=2+44+4 

(b) R= Sb flo)=2-2x22 -x+1 
()R=Z[], fo)=1"+3%+6x+15 
(DR=7Zalx), fo)=12+28+2x+2 
()R=Ob], fW)=%-6x—1 

PR=0b], f)=70 +14 +87 -44+2 


(DR=QOL], fo)=1!-6x2+1 
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15. Determine todos os polinômios mônicos irredutíveis de grau 2 em Zal]x]. Justifique porque cada 
um destes polinômios são irredutíveis e porque destes são os únicos irredutíveis. 


Zs[x] 


16. Determine todos os valores de a E Zs tal que o anel quociente —————>—— 
<x+2x2 +0x+3 > 


é um corpo. 
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